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Uvodom

Ked' sa pozrieme na obsah stredoskolskej matematiky, s prekvapenim zistime, Ze oblasti, kde sa pouzivaju (napro-
gramovatelné) algoritmy, nie je prilis vela. Asi najnaroc¢nejSim postupom stredoskolskej matematiky je tprava al-
gebraickych vyrazov, aviak jej prepis do exaktného algoritmu je nesmierne naro¢ny. Casto sa pri vypoctoch pouzi-
vaju vzorce (najzloZitejsi je azda vzorec pre vypocet koreniov kvadratickej rovnice), tie vsak maju (aj z programa-
torského pohladu) jednoriadkovy charakter. Za naroc¢nejsi mozno povazovat rekurzivny Euklidov algoritmus na
najdenie najvacsieho spolocného delitela dvoch prirodzenych c¢isel ¢i Gaussovu eliminacni met6du na rieSenie sud-
stav linedrnych rovnic. Tu si treba uvedomit, Ze pouzitie softvéru na rieSenie takychto a podobnych problémov je na
strednej Skole dost' kontraproduktivne, pretoZe pri nich zretelne nejde o samotny vysledok, ale o porozumenie po-
stupu, ktory k nemu vedie. Pouzitie programu by tak zatienilo prave tu Cast rieSeného problému, o ktory pri vyucbe
ide. Softvér sa moZe pouzit az vtedy, ked Ziaci metddu tiplne pochopili a jej dalSie manualne pouzivanie ich uz iba
zdrziava. Plati skratka to isté, ¢o v nizsich ro¢nikoch pre kalkulacku.

Dal3ou didaktickou nevyhodou vietkych tychto algoritmov je, Ze nie st variovatelné. Sta¢i ich raz spravne napro-
gramovat, a potom ich uZ moZno bez akejkol'vek zmeny iba pouZivat. Ziaden priestor pre tvorivost tam jednoducho
neostava.

Existuje vSak oblast stredoskolskej matematiky, ktora touto vlastnostou netrpi, a to s geometrické konstrukcné
ulohy. Nejeden stredoskolsky zZiak berie zapis postupu konstrukcie do jednotlivych bodov ako neprijemnu povin-
nost, ktorej zmysel prili§ nechape. Zapisy konstrukcif vS§ak moZno tvorivo didakticky vyuzit: Dvojica Ziakov si zahra
taki hru, Ze jeden Ziak popiSe svoju konstrukciu a jeho sused spravnost tohto popisu skontroluje tym, Ze podla neho
obrazok spatne narysuje a vysledok porovna s originalom. Zapis konstrukcie tak m6zeme chapat ako (pomerne jed-
noduchy, lebo sekven¢ny) program (hoci nie prave v klasickom programovacom jazyku), ktorého instrukciami st
viac ¢i menej elementarne konstrukcie (,narysuj priamku®, ,0znac priesecnik®, ,zostroj kruznicu®, pripadne ,zostroj
stred usecky“ a podobne), ktoré umoznuja vel'ka variabilitu. TAto oblast matematiky ma teda vyrazny programa-
torsky potencial.

Aj tu plati, Ze ziaci musia pri konstrukciach prejst najprv manualnou fazou, aby sa ich zrucnosti mali dostatocny
Cas utvrdit. Po istom Case (a navratov ku konstrukénym dloham je pocas Styroch stredoskolskych rokov viacero)
vSak zacne byt samotné rysovanie otravné a zdrzujlce a straca sa tak cas, ktory by mohol byt vyuzity efektivnejsie,
na menej rutinné veci. Vznika preto prirodzena potreba samotné konStrukcie urychlit, zrejme nejakym vhodnym
softvérom. Azda najzndme;jSimi su programy Cabri a GeoGebra, no na nase ciele bude vhodnejsi Asymptote, ktory
v spolupraci s typografickym systémom TeX produkuje (na rozdiel od spominanych dvoch) profesionalny vystup
vo formate .pdf (a podobne ako GeoGebra je zadarmo). Asymptote je plnohodnotny programovaci jazyk, nam vsak
postaci par jeho sekvencnych prikazov (ktoré viac-menej zodpovedaju jednotlivym bodom zapisu konstrukcie),
komplikovanejsie programatorské konstrukty, ako su vetvenie alebo cyklus, tu vobec netreba. Za par hodin tak
moZno zvladnut aj tie najzlozitejSie konstrukéné dlohy. Ako sa hovori, za malo penazi vela muziky ;-).

Tento predmet sleduje viacero didaktickych cielov, a to ako informatickych, tak matematickych:

» Upozornuje Ziakov, Ze programovania sa netreba bat, pretoZe ho v istej forme uz davno poznaju.

e Vel'mi rychlo poskytuje doslova viditelny vysledok prace (navyse s profesiondlnym vzhladom), ¢o zna¢ne pomaha
motivacii.

e Umoziuje okamZite pozorovat, ako sa po zmene nejakého parametra zmeni vysledok.

e Ukazuje zakladny princip (akéhokolvek) programovacieho jazyka, a to, Ze jeho programy pouzivaju niekol'ko
malo elementarnych inStrukcif, ktoré mozno kombinovat do zloZitejsich celkov.

¢ Prirodzenym sp6sobom uci ziakov pouzivat premenné a datové typy, pripadne i dalSie crty jazyka.
¢ Pracuje s explicitnym programovym kédom s pomerne Standardnou syntaxou.

e Pomadha zdévodiiovat zmysluplnost zapisov konStrukcii.

e Cibri v ziakoch schopnost exaktného vyjadrovania (inak predsa nevznikne prislusny obrazok).

¢ Poprisamotnych konstruk¢nych tlohach prehlbuje poznatky z pribuznych oblasti matematiky (napriklad z prace
s vektormi).



Metodické usmernenia

Priebeh vyucby
Vyucba prebieha v pocitacovej uc¢ebni, kde ma kazdy Ziak osobitnd pracovnu stanicu a ucitelova pracovna plocha je

zobrazovana dataprojektorom.

Pred ivodnou hodinou si ucitel na svojom pocitaci pripravi vyucbové prostredie, Ziaci tak urobia na svojich poci-
tacoch pocas nej. Cela vyucba potom spociva v postupnom rieSeni tloh z tohto uc¢ebného textu, ked’ kazdy (vcitane
ucitela) na svojom pocitaci zapisuje zodpovedajici programovy kéd.

Priklady riesia vSetci spolo¢ne, v pripade potreby ucitel’ Ziakov navddza na spravne rieSenie, pricom striedavo pre-
mieta Casti tohto ucebného textu a svoje vyucbové prostredie. Niektoré priklady st nasledované tlohami, ktoré na
nich nadvazuju a ktoré by zZiaci mali bez tazkosti zvladnut' aj bez pomoci ucitela.

Vyskumné tlohy st uréené na samostatné riesenie, ¢o vSak neznameng, Ze Ziakom treba branit vo vzajomnej ak-
tivnej spolupraci. Cielom je obvykle vyslovenie rozumnej hypotézy o vztahoch niektorych objektov zo zadania. Po
uplynuti primeraného ¢asu ucitel vyzve niektorého ziaka, aby vyslovil svoju hypotézu, a ostatni si potom samostatne
preveria jej pravdivost. Pracu na vyskumnych tlohach povazujeme za najdélezitejSiu ¢ast tohto predmetu.

Vzhladom na ¢asovi naroc¢nost navrhovaného uciva odporiucame nezdrziavat Ziakov povinnostou pisat si poznam-
ky na papier. Z rovnakych dévodov moZe ucitel Ziakom spristupnit na skopirovanie niektoré hotové programy alebo
ich casti. Takto uSetreny ¢as nech radSej venuju dalSim experimentom so svojim programom, napriklad pozorova-
niam, ako vplyva zmena vstupnych parametrov na vysledok.

Vyucbové prostredie

Na vyucbu potrebujeme hlavne webovské prostredie Overleaf, jeho priprava je detailne popisand v dokumente
https://ics.upjs.sk/~krajci/skola/ine /ITAkademia/InformatikaVMatematike /Overleaf/pripravaProstredia.html.

Tento softvér sice primarne slizi na pracu s univerzalnym typografickym systémom TgX, ale dokaze obsluzit aj
programy v jazyku Asymptote. Netreba zaii platit' a neobtazuje ani reklamami.

Zdoraznime, Ze zaregistrovany pouzivatel’ ma k svojim projektom pristup z l'ubovol'ného miesta internetu, Ziaci tak
pripadne méZu vo svojej praci pokracovat aj doma.

Potrebné stibory

Zo stranky https://ics.upjs.sk/~krajci/skola/ine/ITAkademia/InformatikaVMatematike /subory/ si treba stiahnut
tieto subory:

e konstrukcie.tex - TgX-ovska obalka, ktora vola dalsie subory

¢ uloha.tex - miesto, kde sa piSe program

* asydef2.tex - kniznica na pracu v rovine, pouzivana v kapitolach 1, 2 a 3

e asydef3.tex - kniZnica na pracu v priestore, pouzivana v kapitole 4

e riesenia.zip - programy (aj pripadné ¢iastkové) zo vSetkych prikladov, dloh a vyskumnych dloh

Stbory asydef2.texaasydef3.tex sav priebehu vyuc¢by (na prislu$né vyzvy v ué¢ebnom texte) dopliajt o vlast-
né prikazy.

Pred zaciatkom kapitoly 4 treba riadky

\input{asydef2}
%\input{asydef3}

suboru konstrukcie.tex upravit takto:



%\input{asydef2}
\input{asydef3}

Odstranovanie chyb v programoch

Prostredie Overleaf sa pri chybe v programe v jazyku Asymptote sprava dost zakerne: nielenZe na fiu poriadne
neupozorni, ale nezriedka zobrazi obrazok vytvoreny predchadzajiicou verziou programu. Byva preto uzito¢né pri
ladeni programu urobit aspoil minimalnu zmenu, ktord mozno vo vysledku Iahko zaregistrovat (napriklad pozme-
nit farbu niektorého objektu), aby sme videli, ¢i sa nasa Gprava naozaj prejavi.

Menej skiisenym programatorom preto pri vytvarani programu odpordcame priebeznou kompilaciou kontrolovat,
¢i sa vysledok vyvija o¢akdvanym smerom. Uzito¢nou pomodckou pri hladani chyby byva do¢asné znefunkénenie
niektorych riadkov programu (napriklad vloZenim dvoch lomiek (//) pred kazdy z nich).

Drviva vacsina chyb vznika poruSovanim tychto pravidiel:

¢ Program sa nesmie zacinat prazdnym riadkom. Inymi slovami, vzapéati po uvadzajicom riadku

\begin{asy}

musi nasledovat prvy riadok programu.
 Kazdy prikaz sa musi koncit bodkociarkou.
e V klicovych slovach (a to aj vlastnych) sa nesmu pouZivat pismena s diakritikou.

» Pri deklaracii premennej jej treba urcit spravny typ (obcas sa mylia pair a path).
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1.1 Body

Pod stiradnicovou stistavou v rovine obvykle rozumieme dve navzajom kolmé ¢iselné osi, jednu vodorovnt, nazyvanu
aj os x, a druhu zvisly, os y, ktoré majd spolo¢ny pociatok:

y

P

Kazdy bod roviny potom mézZeme jednoznacne popisat tak, Ze z neho vedieme kolmice na tieto dve osi a priradime
mu Cisla z oboch vzniknutych priese¢nikov. Tieto dve ¢isla nazyvame jeho stiradnice. Ta z osi x sa bude volat' x-ovd
alebo prvd a ta z osi y bude y-ovd alebo aj druhd. Bod s x-ovou suradnicou a a y-ovou sdradnicou b tak moZeme
stotoznit' s dvojicou ¢isel (a, b).

Majme napriklad nasledujuci bod P:

P
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Ved'me z neho kolmicu na vodorovnu os. T4 ju pretina v jej bode oznacujicom ¢islo 3, ¢o znamen3, Ze x-ova siradnica
bodu P bude 3:

P

Teraz z bodu P ved'me kolmicu na druh, zvislu os. Ich priese¢nik oznacuje ¢islo 2 - to bude y-ova sdradnica nasho
bodu.

P

Zhrnutim dostavame, Ze P = (3, 2).

Kvoli lepSej orientacii budeme nasu sdiradnicovu sdstavu znazoriiovat spolu s rovnobeZkami s osami, ktoré pre-
chadzaju ich celymi bodmi. Naopak, oznacenia tychto cisel na osiach i pomenovania osi vynechame. KedZe tato
Stvorcekova siet bude len podkladom pre nase dalSie konstrukcie, utlmime aj jej farbu:
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Vrcholy vzniknutych stvorcekov sa nazyvaju mreZové body a su to vlastne body, ktorych obe stiradnice su celé ¢isla.
Jednym z nich je i naS bod P, ktory v tejto sieti vyzera takto:
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Priklad 1:

Nakreslite takuto Cast Stvorcekovej siete:

RieSenie

¢ Suradnicovu Stvorcekovu siet vykreslime pomocou prikazu kresliSiet.
(Slovencina (i ked bez diakritiky) pouZita v jeho nazve naznacuje, Ze nejde o pévodny prikaz jazyka Asym-
ptote, ale o nase makro, ktorého zdrojovy kdd mozno najst’ v kniznici asydef2.tex.)

* Predvoleny rozsah vykreslenej casti siete (v oboch smeroch od —4 po 4) moZno zmenit tak, Ze medzi
zatvorky v prikaze kresliSiet () napiSeme Ciarkami oddelené vSetky Styri poZadované hranice, a to
v poradi lava, prava, dolna a horna.

Kazdy prikaz sa kon¢i bodkociarkou.

Ako vidiet na obrazku zo zadania, nasa siet ma vo vodorovnom smere lavi hranicu —1 a pravu 4 a vo zvislom
dolnu hranicu —4 a pravu 1. Tieto Styri Cisla teda uvedieme v takomto poradi ako vstupy prikazu kresliSiet,
takze nas program bude tvoreny tymto jedinym riadkom:

kresliSiet(-1,4, -4,1);

Dostavame tak pozadovany obrazok:
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Priklad 2:

V sieti z predchadzajicej lohy znazornite tento bod:

RieSenie

Z obrazku zistime (podla vyssie uvedeného postupu) obe stiradnice bodu:

—3 o

Nas bod je teda (2, —3). Treba ho eSte nejako zapracovat do programu.
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¢ Bod (a, b) budeme zapisovat' v tvare (a,b), priCom a a b s napisané prislu§ne zmenenym fontom.
Ciarku oddelujticu obe stiradnice nemoZno zamenit' za bodko¢iarku ani za Ziaden iny znak.
¢ Nanakreslenie bodu sa pouZiva prikaz dot (bodka), ktory je nasledovany bodom v okrtihlych zatvorkach.

Nas bod teda vykreslime pomocou prikazu dot ( (2, -3) ). (VSimnime si, Ze okolo dvojic siradnic bodu v druhom
riadku sa dva pary zatvoriek - vnutorné z dvoch cisel vytvaraju ich dvojicu, vonkajsie s sucastou prikazu dot.)

Cely program teda vznikne doplnenim tohto prikazu do programu z predchadzajtcej tlohy.

kresliSiet(-1,4, -4,1);

dot((2,-3));

Jeho vysledok sa zhoduje s obrazkom zo zadania:

Vyskumna uloha 1:

Zistite, ako sa zmeni poloha zobrazeného bodu, ked’ jeho:
a) prvu suradnicu zmensime;

b) prvu suradnicu zvacsime;

c) druht sdradnicu zmensime;

d) druht stradnicu zvacsime.

Priklad 3:

Nakreslite bod (-3, —2).

Riesenie
Oproti predchadzajicemu prikladu mame situaciu zjednodusenu tym, Ze suradnice zobrazovaného bodu ne-
musime zistovat, lebo su explicitne dané. Nuka sa preto jednoducha tuprava predchadzajiceho rieSenia:

kresliSiet(-1,4, -4,1);

dot((-3,-2));
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Ako vsak vidiet, zobrazeny bod sa ocitol mimo vykreslenej Casti siete, takzZe ta tym straca svoj vyznam. Preto
upravime aj ju:

kresliSiet(-4,4, -4,1);

dot((-3,-2));

Priklad 4:

Nakreslite bod (—2,2, 1,5).

RieSenie

Jedinou zmenou tu je, Ze tento bod nie je mreZovy:.

* Namiesto desatinnej ¢iarky sa piSe desatinna bodka.
¢ Kvéli prehladnosti mozno (napriklad po ¢iarke oddelujice siradnice) pridat medzeru.

KedZe zadanie tejto tlohy sa ndpadne podoba na zadanie predchadzajticej, staci v programe, ktory je jej rieSenim,
prislusne upravit udaje:
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kresliSiet(-4,4, -1,4);

dot((-2.2,1.5));

Priklad 5:

Nakreslite bod (—%, 1++/3).

Riesenie

Pri praci s ¢islami méZeme pouzivat aj bezné matematické operacie, vzniknuté vyrazy reSpektuju vSeobecne do-
hodnuté pravidla ich priorit. Tu st ako ukazky pouZité pri prvej stiradnici delenie (zapisané o¢akavane pomocou
/) a opacné cislo (-) a pri druhej odmocnina (programatorsky sqrt) a sucet (+). Program teda vyzera takto:

kresliSiet(-4,4, -1,4);

dot((-3/2,1+sqrt(3)));

Priklad 6:

Nakreslite body (0, 0), (2,3) a (—2,2,1,5).




1.1 Body 13

Riesenie
Nas program teraz bude mat tri vel'mi podobné prikazy, kazdy z nich bude zodpovedny za vykreslenie jedného
bodu. Kvoli prehladnosti vysledného kédu napiSeme kazdy z nich do osobitného riadku:

kresliSiet(-4,4, -1,4);

dot((0,0));
dot((2,3));
dot((-2.2,1.5));

Ulohu sme sice splnili, ale trochu stracame prehlad, ktory bod zodpoveda ktorému riadku. Uvedomme si, Ze body ob-
vykle znazoriiujeme preto, lebo ich potrebujeme na dalSie konstrukcie. Aby sme sa na ne mohli pri tychto konstruk-
cidch odvolavat, potrebujeme ich na obrazku oznacit nejakym textom. Treba pritom dbat na to, aby oznacenia neza-
kryvali doleZité Casti obrazka a aby boli rozmiestnené esteticky.

Priklad 7:

Zvolte si bod a oznacte ho zvolenym oznacenim.

RieSenie

Na vypisanie textu sluzi prikaz 1abel (znacka). Jeho prvym vstupom je vypisovany text (ak ide o konstantu,
tak musi byt v ivodzovkach (")) a druhym miesto (¢ize bod), kde sa ma tento text vypisat.

Povedzme, Ze nas bod bude (2, 1) a bude sa volat' P.

VSimnime si, Ze toto oznacenie je Sikmym pismom, a to podla pravidiel matematickej sadzby. Aby sme tito normu
dodrZali, sta¢i vyuZzit schopnosti typografického systému TgX, ktory s programom Asymptote tzko spolupracuje,
a to tak, Ze oznacenie obalime z oboch strdn znakom $:

kresliSiet(-1,4, -1,4);

dot((2,1));
label("$P$",(2,1));
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Zial, nedopadlo to tplne najlepsie, lebo oznacenie zakryva oznac¢ovany bod. Potrebujeme ho trocha premiestnit.

Ak chceme oznacenie z ur¢eného miesta mierne posunut, do prikazu label priddme dalsi vstup. Jeho za-
kladné hodnoty st anglické znacky zakladnych i vedlajSich svetovych stran s prirodzenou interpretaciou:

¢ N -, north” (sever),

e NE -, north-east” (severovychod),
e E -, east” (vychod),

e SE -,south-east” (vychod),

e S -,south” (juh),

¢ SW -,south-west” (juhozapad),

e W-,west“ (zapad),

¢ NW -,north-west“ (severozapad).

Ak chceme oznacenie nasho bodu zobrazit od neho na juhozipad (¢ize vlavo dolu), nas program bude vyzerat
takto:

kresliSiet(-1,4, -1,4);

dot((2,1));
label("$P$",(2,1),SW);
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Prikazy dot a 1abel tykajuce sa toho istého bodu mézeme zdruzit do jedného tak, Ze vstupy druhého pre-
sunieme do prvého a druhy zrusime.

Konecna verzia nasho programu teda bude vyzerat' takto:

kresliSiet(-1,4, -1,4);

dOt("$P$"J (2)1)JSW)3

Uloha 1:

Nakreslite vrcholy 4, B, C, D jednotkového $tvorca ABCD umiestneného do rohu prvého kvadrantu. (Pamaétajte
na estetické rozmiestnenie ich oznacent.)
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1.2 Usecky

Priklad 8:

Nakreslite tisecku s krajnymi bodmi (—2,1) a (3, 2).

RieSenie

o Usedka s krajnymi bodmi A a B sa zapisuje v tvare A--B.

¢ Na nakreslenie krivky (napriklad usecky) sa pouziva prikaz draw (kresli), ktory je nasledovany krivkou
v okruhlych zatvorkach.

V nasom pripade ide o tsecku (-2,1)--(3,2), nakreslime ju teda takto:

kresliSiet(-4,4, -1,4);

draw((-2,1)--(3,2));

-

Usecka bez zvyraznenia krajnych bodov viak posobi akosi bezprizorne. Pri jej kresleni preto budeme vzdy ex-
plicitne znazornovat aj jej krajné body:.

kresliSiet(-4,4, -1,4);
draw((-2,1)--(3,2));

dot((-2,1));
dot((3,2));
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Priklad 9:

Nakreslite tisecku s krajnymi bodmi
a) (0,0)a(3,2);

b) (2-1)a(3,2);

c) (3,1)a(3,2).

Riesenie

Pri rieSeni takmer kazdej tlohy obvykle Setrime svoj ¢as i energiu tym, Ze program nepiSeme stale znova od
zaciatku, ale minimalisticky upravujeme kdd nejakej podobnej tlohy. Tato tloha sa 1isi od predchadzajticeho
prikladu len zmenou prvého bodu. Preto v jeho rieSeni

kresliSiet(-4,4, -1,4);
draw((-2,1)--(3,2));

dot((-2,1));
dot((3,2));

staci najprv hodotu (-2,1) prepisat na (0,0) (bez potreby menit cokolvek ostatné):

kresliSiet(-4,4, -1,4);
draw((0,0)--(3,2));

dot((0,0));
dot((3,2));
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potomna (2, -1):

kresliSiet(-4,4, -1,4);
draw((2,-1)--(3,2));

dot((2,-1));
dot((3,2));

anapokon na (3,1):

kresliSiet(-4,4, -1,4);
draw((3,1)--(3,2));

dot((3,1));
dot((3,2));
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Vznika tu vsak prirodzena otazka, preco musime robit zmenu jedného bodu zakazdym az na dvoch réznych
miestach. Neprijemnost tejto duplicity sa (zamernym) opakovanym rieSenim uloh toho istého typu Coraz viac
zvyraziuje. Nechut upravovat ten isty tidaj na viacerych miestach netreba hned’ vnimat’' negativne ako nejaku
lenivost. Zasluzi si skdr pochvalu, lebo nas upozoriiuje na jeden zo zdkladnych principov prdce s ddtami:

KaZdy tidaj ma byt zapisany na jedinom mieste.

Maloktory udaj je totiz taky stabilny, Ze ho netreba nikdy aktualizovat. V pripade nutnosti zmeny treba vy-
hladat vsetky jeho vyskyty a patri¢ne ich upravit. Problém vsak je, Ze tychto vyskytov nezriedka byva nepreberné
mnozstvo a asom mdzeme stratit prehlad, kde vSade treba aktualiziciu urobit. NavySe sa moZe stat, Ze omy-
lom modifikujeme aj iidaj, ktory ma zhodou okolnosti rovnaka hodnotu ako nas. Vznika tak vel'’ké nebezpecenstvo
nekonzistencie ddt.

V nasom pripade toto nebezpecenstvo nie je vel'ké - staci davat pozor na to, aby sa prvy bod z prvého riadku
zhodoval s bodom z druhého riadku. Preco si vSak pridavat zbytoc¢né starosti, ked takouto kontrolou moZno
poverit program?

Tento problém sa v programovacich jazykoch (v¢itane Asymptote) rieSi zavedenim premennych. Kazdd premen-
nu si moZeme predstavit ako akusi skrinku, do ktorej uloZime nejakd hodnotu. Ak potom chceme pracovat' s touto
hodnotou, staci oslovit premennu a ta nam svoju hodnotu hned’ prezradi.

Kazdy ukladany ddaj ma pritom istd Struktiru, ktora si vyZzaduje skrinku istého tvaru a objemu. Preto ma (v mno-
hych programovacich jazykoch vcitane Asymptote) kazda premenna urceny svoj ddtovy typ, ktory ju predurcuje
na ukladanie udajov v zodpovedajtcej Strukture.

Pod deklardciou premennej rozumieme jej pomenovanie a stanovenie jej datového typu, ale i vyhlasenie (a teda
aj prislub), Ze ju dalej budeme pouzivat. Uvedomme si dalsi princip prace s idajmi:

Zavedenie pomenovania, ktoré sa potom nepouZije, je nezmyselné.

Mimochodom, v§imnime si, ako ¢asto (a dokonca imyselne) sa toto pravidlo porusSuje v u€ebniciach matemati-
ky...

e Ak chceme deklarovat premennd s menom p a datovym typom t, napiSeme t p.

¢ Ak chceme premennud s menom p naplnit hodnotou h zodpovedajiceho datového typu, napiSeme prikaz
p=h.

* Prikaz deklaracie premennej p datového typu t a jej naplnenie hodnotou h sa ¢asto spaja do zdruZeného
prikazut p=h.

Vnasom pripade potrebujeme opakovane pracovat s krajnym bodom tsecky, ktory je, ako vieme, reprezentovany
dvojicou cisel.
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Na uloZenie dvojice redlnych c¢isel sa v Asymptote pouziva datovy typ pair (dvojica).

Mame dva body, zavedieme teda dve premenné takéhoto typu, povedzme A a B. Do prvej uloZime bod (0,0)
a kazdy vyskyt bodu (0, 0) nahradime A. Analogicky to urobime s druhou premennou. Namiesto kodu

kresliSiet(-4,4, -1,4);
draw((0,0)--(3,2));

dot((0,0));
dot((3,2));

tak dostavame

kresliSiet(-4,4, -1,4);

pair A = (0,0);
pair B = (3,2);
draw(A--B);
dot(A);

dot(B);

Je sice pravda, Ze kéd sa trochu prediZil, ale tato investicia sa rychlo vrati v rychlosti jeho modifikacie na kéd
podobnej ulohy, sta¢i zmenit vyznacenu cast

kresliSiet(-4,4, -1,4);
pair A = (0,0);
pair B = (3,2);
draw(A--B);
dot(A);
dot(B);

takto:

kresliSiet(-4,4, -1,4);

pair A = (2,-1);
pair B = (3,2);
draw(A--B);
dot(A);

dot(B);

resp. takto:
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kresliSiet(-4,4, -1,4);
pair A = (3,1);
pair B = (3,2);
draw(A--B);
dot(A);
dot(B);
Priklad 10:

Nakreslite usecku s krajnymi bodmi (—2,1) a (3, 2)

a) ciarkovane;

b) bodkovane;

c) Cervenou;

d) tucne;

e) cervenou a Ciarkovane;

f) tucne, Cervenou a ¢iarkovane;

g) s orienticiou od prvého k druhému bodu;

h) cervenou a s orientaciou od prvého k druhému bodu.

RieSenie

* Namiesto preddefinovanej plnej ¢iary mézZeme nakreslit ¢iarkovanu alebo bodkovantj, a to tak, Ze ako je-
den zo vstupov prikazu draw dame slovo dashed (¢iarkovany), resp. dotted (bodkovany).

¢ Obvykla Cierna farba ciary (ale aj pisma) sa da zmenit pridanim vstupu s anglickym menom novej farby.

¢ Hrubku ¢iary mézeme ovplyvnit' pridanim vstupu linewidth (Sirka ciary) doplnenom velkostou tejto
hrabky.

¢ Tieto zmeny méZeme aj kombinovat, a to tak, Ze medzi ne vloZime znak +.

¢ Ak chceme, aby sa krivka koncila Sipkou, prikaz draw bude mat dalsi vstup, a to Arrow (Sipka).

Nase ulohy teda moézeme vyrieSit postupne takto:

a

) kresliSiet(-4,4, -1,4);
pair A = (-2,1);
pair B = (3,2);

draw(A--B,dashed);

dot(A);
dot(B);
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b)

kresliSiet(-4,4, -1,4);

pair A
pair B

('211)3
(3,2);

draw(A--B,dotted);

dot(A);
dot(B);

kresliSiet(-4,4, -1,4);

pair A
pair B

('2:1)3
(3,2);

draw(A--B,linewidth(2));

dot(A);
dot(B);
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d)

kresliSiet(-4,4, -1,4);

('211);
(3,2);

pair A
pair B

draw(A--B,red);

dot(A);
dot(B);

kresliSiet(-4,4, -1,4);

pair A
pair B

('2:1)3
(3,2);

draw(A--B,red+dashed);

dot(A);
dot(B);
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f)

g)

kresliSiet(-4,4, -1,4);

pair A
pair B

('211)3
(3,2);

draw(A--B,red+dashed+linewidth(2));

dot(A);
dot(B);

kresliSiet(-4,4, -1,4);

pair A
pair B

('211)3
(3,2);

draw(A--B,Arrow);

dot(A);
dot(B);
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kresliSiet(-4,4, -1,4);
pair A = (-2,1);
pair B = (3,2);

draw(A--B,red,Arrow);

dot(A);
dot(B);

Vyskumna uloha 2:

Preco najprv kreslime tsecku a aZ potom jej krajné body?




1.3 Lomené krivky 26

1.3 Lomené krivky

Priklad 11:

Vyfarbite ¢ervenou trojuholnik s vrcholmi (0, —1), (—2,1) a (3, 2).

Riesenie
Ak by uloha ziadala nakreslit' len obvod tohto trojuholnika, stacilo by si uvedomit, Ze ten je tvoreny troma tsec-
kami. Vrcholy by sme oznacdili postupne A, B, C, potom nakreslili ich spojnice a napokon aj samotné body takto:

kresliSiet();
pair A = (0,-1);
pair B = (-2,1);
pair C = (3,2);
draw(A--B);
draw(B--C);
draw(C--A);
dot(A);

dot(B);

dot(C);

My vSak potrebujeme pracovat s obvodom ako celkom. KedZe strany trojuholnika maji spolo¢né krajné body,
jeho obvod je uzavreta lomena krivka.

e Ak Py, P, ..., B, subody, lomend krivku P, ... P, zapiSeme v tvare Py--P; - -...- - P,.

e Akide o uzavretd loment Kkrivku, Cize ak P, = P, piSeme Py--P,--...--B,_;--cycle.
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V nasom pripade teda ide o uzavretu krivku A--B--C--cycle. Program preto prepiSeme takto:

kresliSiet();

pair A = (0,-1);
pair B = (-2,1);
pair C = (3,2);

draw(A--B--C--cycle);

dot(A);
dot(B);
dot(C);

Krivku vsak treba aj vyfarbit.

Na vyplnenie uzavretej krivky sluZi prikaz fill (vyplii), ktorého prvy vstup je samotna krivka a druhy
vypliiajica farba.

MozZeme teda pisat:

kresliSiet();

pair A = (0,-1);
pair B (-2,1);
pair C (3,2);

fill(A--B--C--cycle,red);
draw(A--B--C--cycle);

dot(A);
dot(B);
dot(C);
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Ako vidime, prikazy fill a draw maju za vstup tu isti krivkuy, je tu teda ista duplicita.

Ak chceme pracovat' s krivkou ako celkom, je vhodné ulozit ju do premennej typu path (cesta).

Spominant duplicitu teda m6Zeme odstranit’ takto:

kresliSiet();

pair A = (0,-1);

pair B = (-2,1);

pair C = (3,2);

path t = A--B--C--cycle;
fill(t,red);

draw(t);

dot(A);

dot(B);

dot(C);

Este maly technicky problém: trojuholnik je vyfarbeny takou sytou farbou, Ze nevidiet body za nim. Bude preto
dobre ho trochu spriehladnit.

Stupen (ne)priehladnosti méZeme stanovit pomocou prikazu opacity (nepriehladnost), ktorého vstup je
Cislo medzi @ a 1 - ¢im mensSie Cislo, tym vacsia priehladnost.

Zvolime priemernu hodnotu . 5:
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kresliSiet();

pair A = (0,-1);

pair B = (-2,1);

pair C = (3,2);

path t = A--B--C--cycle;

fill(t,red+opacity(.5));
draw(t);

dot(A);
dot(B);
dot(C);
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Uloha 2:

Nakreslite nasledujtici obrazok:

V predchadzajtcej dlohe je prirodzené pre kazdy z vrcholov zaviest vlastni rovnomennu premennd. Treba si vSak
uvedomit, Ze premennd E (tieZ je typu pair) je uZz vyhradend na iné ucely (umiestiiovanie oznaceni). Pre bod E tak
treba pouzit ini premennu (napriklad EE).



2

Zobrazenia
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2.1 Posunutie

Vektor v rovine je plne charakterizovany koncovym bodom svojej zdkladnej polohy (t. j. umiestnenia, v ktorom jeho
zacCiatoCny bod splyva s pociatkom sturadnicovej stistavy). Pod jeho stiradnicami rozumieme prave siradnice tohto
koncového bodu. Hovorime tak o x-ovej a y-ovej suradnici vektora. Vektor, ktory ma v zakladnej polohe koncovy
bod (a, b), budeme preto oznacovat rovnako (a, b).

V stredoskolskej matematike sa oznacenia bodu a vektora obvykle rozliSuji pouzitymi zatvorkami, takZe nase jed-
notné oznacovanie okrihlymi zatvorkami sa méZe zdat nekorektné. Uvedomme si vSak, Ze v skutocnosti pracujeme
aj vjednom a v druhom pripade s dvojicou realnych cisel a to, ¢i tito usporiadanu dvojicu chapeme ako bod, alebo
ako vektor (alebo dokonca ako komplexné ¢islo), je len nasou interpretaciou. Je vecou nasSej Sikovnosti zvolit si také
chapanie usporiadanej dvojice, ktoré zodpoveda tomu, ¢o chceme vyjadrit. Jednotné oznacovanie navyse poskytu-
je jednu vel'kt psychologickd vyhodu: umoziiuje napriklad s¢itavat bod s vektorom bez zlého pocitu, Ze mieSame
jablka s hruSkami.

Vektor (2, 3) na obrazku ma x-ovu sdiradnicu 2 a y-ovd suradnicu 3:

(2,3)

(2,3)

(0,0) 2

Priklad 12:

Kam sa zobrazi bod (-3, 1) v posunuti o vektor (2, 3)?

Riesenie
Vektor (2, 3) premiestnime (bez zmeny orientacie) tak, aby jeho zaciatok splynul sbodom (-3, 1). Obrazom tohto

bodu v posunuti o tento vektor bude potom koniec takto premiestneného vektora ¢iZe (ako zistime z obrazka)
bod (-1, 4).
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Posuvany bod (-3, 1) vloZime do premennej A, vektor (2, 3) do premennej V a vysledny bod (—1, 4) do premen-
nej AA. Budeme potrebovat’ aj pociatok siradnicovej sustavy (0, 0), ktory vloZime do premennej O. VSetky tieto
premenné (bez ohladu na to, ¢ ide o bod, alebo o vektor) budi typu pair. Dal$imi prikazmi nakreslime vektor
v zakladnej polohe a jeho premiestnenie do bodu, ktory bude vzorom vysledku.

kresliSiet(-4,4, -1,5);

pair 0 = (0,0);
pair A = (-3,1);
pair V = (2,3);

pair AA = (-1,4);

draw(0--V,Arrow);
draw(A--AA,dashed,Arrow);

dot(0);
dot(A);
dot(V);
dot(AA,red);
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Priklad 13:

Kam sa zobrazi bod (2, 1) v posunuti o vektor (-3, 2)?

Riesenie
Opéat tu mame napadnu podobu s tym, ¢o sme uz raz riesili. Staci vziat rieSenie predchadzajicej ulohy

kresliSiet(-4,4, -1,5);

pair 0 = (0,0);
pair A = (-3,1);
pair V = (2,3);

pair AA = (-1,4);

draw(0--V,Arrow);
draw(A--AA, red+dashed,Arrow);

dot(0);
dot(A);
dot(V);
dot(AA,red);

a upravit v nom prislusné Ciselné hodnoty: Premennu A, oznacujicu posuvany bod, nastavime na (2,1) a pre-
mennu vektoraVzmenime na (-3, 2). Nova hodnota premennej AA vSak v zadani explicitne nie je, treba ju nejako
zistit. Podobnym obrazkom zistime, zZe je to (—1, 3):

(_1r 3)

(_352),,,,,

@1

Dostavame tak takyto program:
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kresliSiet(-4,4, -1,5);

pair 0 = (0,0);
pair A = (2,1);
pair V = (-3,2);
pair AA = (-1,3);

draw(0--V,Arrow);
draw(A--AA,dashed,Arrow);

dot(0);
dot(A);
dot(V);
dot(AA,red);

V predchadzajuicich dvoch prikladoch vsak citit istti disproporciu: Kym samotny problém ma dva vstupy (vzor a vek-
tor), program, ktory ho riesi, ma vstupy az tri (vzor, vektor a obraz). Je zatial nasou zodpovednostou, aby bola ru¢ne
zapisand hodnota tretieho vstupu konzistentna s prvymi dvoma.

NemdZeme tito neprijemnu povinnost prenechat programu? Samozrejme, Ze méZeme, musime vSak najst postup,
ako tuto tretiu hodnotu ziskat' z prvych dvoch, a zapisat ho v programovacom jazyku.

Vyskumna tloha 3:

N4jdite vztah medzi siradnicami vektora, vzoru a jeho obrazu v posunuti o tento vektor.

Vsimnime si, Ze v oboch predchadzajtcich prikladoch plati:

¢ Prva sudradnica obrazu je suctom prvej suradnice vzoru a prvej siradnice vektora:
e Priklad 12: —1 = (-3) + 2.
e Priklad 13: =1 = 2 + (=3).
¢ Druha stradnica obrazu je stictom druhej stiradnice vzoru a druhej siradnice vektora:
e Priklad 12:4 =1+ 3.
e Priklad 13:3 =1+ 2.
Aby sme nemuseli pracovat s oboma stradnicami osobitne, m6Zeme definovat stucet (a predvidavo i rozdiel) dvojic

realnych cisel:
(a,b)+ (c,d)=(atc,btd).
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Sé¢itanim vzoru a vektora v naSom priklade tak dostdvame:
e Priklad 12: (—1,4) = (=3,1) + (2, 3).
e Priklad 13: (—1,3) = (=3,1) + (2, 3).

Zovseobecnenim predchadzajucich pozorovani dostavame, Ze obrazom bodu (x, y) v posunuti o vektor (u, v) je bod
(x +u,y + v). Alebo inak: Ak 4 je bod a ¥ je vektor, ich sti¢et A + ¥ moZno interpretovat ako bod, ktory je obrazom
bodu A v posunuti o vektor 7.

Obrazom bodu A v posunuti o vektor AB je, samozrejme, bod B. Podla predchadzajiceho odseku tak méZeme pisat

A+ 4B =B

alebo krajsie

AB=B-A

| 8

S tymito poznatkami sa vratme k predoslym dvom prikladom: Namiesto pévodného kédu

kresliSiet(-4,4, -1,5);

pair 0 = (0,0);
pair A = (-3,1);
pair V = (2,3);
pair AA = (-1,3);

draw(0--V,Arrow);
draw(A--AA,dashed,Arrow);

dot(0);
dot(A);
dot(V);
dot(AA);

tak v priklade 12 budeme mat’

kresliSiet(-4,4, -1,5);

pair 0 = (0,0);
pair A = (-3,1);
pair V = (2,3);

pair AA = A+V;

draw(0--V,Arrow);
draw(A--AA,dashed,Arrow);

dot(0);
dot(A);
dot(V);
dot(AA,red);
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Ak chceme vyriesit priklad 13, staci modifikovat iba premenné A aV, hodnota premennej AA sa upravi automaticky:

kresliSiet(-4,4, -1,5);

pair 0 = (0,0);
pair A = (2,1);
pair V = (-3,2);
pair AA = A+V;

draw(0--V,Arrow);
draw(A--AA,dashed,Arrow);

dot(0);
dot(A);
dot(V);
dot(AA,red);

Tym sme odstranili nestlad v pocte ,stupiiov volnosti“ rieSeného problému a jemu zodpovedajticeho programu.
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Priklad 14:

Kam sa zobrazi trojuholnik s vrcholmi (2, 1), (4,0) a (7, 2) v posunuti o vektor (2, 3)?

Riesenie
Vektor posunutia ozna¢me V, vrcholy p6vodného trojuholnika ozna¢me postupne A, B, C a ich obrazy v posunuti
o vektor V postupne AA, BB, CC:

kresliSiet(-1,10, -1,6);

pair 0 = (0,0);

pair V = (2,3);
pair A = (2,1);
pair B = (4,0);
pair C = (7,2);
pair AA = A+V;
pair BB = B+V;
pair CC = C+V;

draw(0--V,Arrow);

draw(A--AA,dashed,Arrow);
draw(B--BB,dashed,Arrow);
draw(C--CC,dashed,Arrow);

draw(A--B--C--cycle);
draw(AA--BB--CC--cycle,red);

dot(0);
dot(V);
dot(A);
dot(B);
dot(C);
dot(AA);

dot(BB);
dot(CC);
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Ak nie je nutné pracovat s kazdym presivanym bodom osobitne, Asymptote ponika alternativu - prikaz
shift (posuti), ktory cely Gitvar posunie naraz. Pod zdpisom shift (¥) *M rozumieme posunutie bodu alebo
mnoZiny bodov M o vektor v.

Riesenie naSej ulohy teda moZe vyzerat aj takto:

kresliSiet(-1,10, -1,6);

pair V = (2,3);

pair A = (2,1);
pair B = (4,0);
pair C = (7,2);
path t = A--B--C--cycle;

path tt = shift(V)*t;

fill(t,gray+opacity(.5));
draw(t);

fill(tt,red+opacity(.5));
draw(tt);




2.1 Posunutie 40

W
<

Predchadzajuci priklad ukazuje, Ze na obrazku sa nemusia ocitnut’ vSetky prvky konstrukcie. Prikladom je koncovy
bod vektora (napokon, i vektor samotny). Nastava tu teda d6lezité mentalne oddelenie konstrukcie od jej vykresle-
nia, ktoré pri klasickej konstrukcii na papieri nepozorujeme.

Uloha 3:

Posunte jednotkovy Stvorec o vektor (=3, 4).

Priklad 15:

Posunte kruznicu so stredom (3, 1) s polomerom 1,5 o vektor (2, 3).

RieSenie

Kruznica so stredom S a polomerom r je objekt typu path, mozno ju ziskat prikazom circle (kruznica)
s parametrami S ar,t.j.circle(S,r), pricom S je typu pair ar je (nezaporné) realne Cislo Cize typu real
(redlne cislo).

V programe definujeme najprv pévodnu kruznicu ako krivku k so stredom SS a polomerom r a potom jej obraz
ako krivku kk, ktora vznikne posunutim krivky k o vektor V.
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kresliSiet(-1,7, -1,6);
pair V = (2,3);

pair SS = (3,1);
real r = 1.5;

path k = circle(SS,r);
path kk = shift(V)*k;

draw(k);
draw(kk,red);

Uloha 4:

Posunte kruh so stredom (3, 1) s polomerom 1,5 o vektor (2, 3).

Vyskumna tloha 4:

Nech a je utvar a U je vektor.
Oznacme b obraz titvaru a v posunuti o ¥ a ¢ obraz Gtvaru b v posunuti o —7.

AKy je vztah Utvarov a a c¢?
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Vyskumna tloha 5:

Nech a je Gtvar a ¥ a w su vektory.

Ozna¢me b obraz utvaru a v posunuti o ¥ a x obraz tvaru b v posunuti o w.
Ozna¢me ¢ obraz Gtvaru a v posunuti o W a y obraz ttvaru ¢ v posunuti o v.
AKy je vztah atvarov x a y?

Zalezi na poradi vykonania dvoch posunuti?
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2.2 Otocenie okolo pociatku suradnicovej sustavy

Priklad 16:

Kam sa zobrazi bod (3, 1) v otoceni okolo pociatku o uhol
a) 90°;
b) 60°?

RieSenie
Pociatok oznaéme 0, vzor A a jeho obraz A'.

Zakreslime oba pripady:

!
A - /L
A8 T ~
~ ! ~
\ ~ ~
\ N i N
\ N / N
\ . \
\ \ \
\ \ ! \
\ \ ! \
5 - A4 /I - *A
V90t \_ -~ ’:(R -
V- 0%
- -
0 0

Vyzera to, Ze v prvom pripade A’ = (—1, 3). A naozaj, skalarny stuéin vektorov 04 a 04 jevtedy (3,1)-(—1,3)
¢ize 0, ¢o znamend, Ze su kolmé, a oba maju rovnaku vel'kost v32 + 12. Tato uloha je teda riesitelnd nam

doteraz znamymi prostriedkami.

Zial, v druhom pripade stradnice obrazu A’ nie st cel
i narocnost tohto textu, takZe tlohu zatial splnit nevieme.

Nas dalsi postup vSak od toho nastastie nezavisi. Asymptote ma totiZ na otacanie okolo pociatku tento jedno-
duchy nastroj (i ked' ten v skuto¢nosti zrejme rieSenie tejto ulohy v nejakej forme vyuZziva):

é ¢isla. Uloha vyjadrit' ich explicitne presahuje zamer

Na otocCenie okolo pociatku stradnicovej suistavy sa pouziva prikaz rotate (otoc), a to takto: Ak s je
vel'kost (v kladnom smere) orientovaného uhla v stupiioch a M je mnoZzina bodov alebo jeden bod, prikaz
rotate(s)*M vrati mnozinu bodov, resp. bod, ktora, resp. ktory vznikne po otoceni M o s stuptiov okolo

pociatku.

Pomocou tohto prikladu mozno prvy pripad naprogramovat takto:
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kresliSiet(-2,4, -1,4);
pair 0 = (0,0);

real s = 990;
pair A = (3,1);

pair AA = rotate(s)*A;

draw(0--A,dashed);
draw(0--AA,dashed);

dot(0);
dot(A);
dot(AA,red);

a v druhom staci hodnotu s zmenit' na 60.

Priklad 17:

Kam sa zobrazi trojuholnik s vrcholmi (0, 0), (4,0) a (7, 2) v otoceni o uhol 45° okolo pociatku?

RieSenie
Ulohu vyrie$ime podobne ako predchadzajicu, len oto¢enie, ktoré je vysledkom prikazu rotate, aplikujeme
tentoraz na krivku tvoriacu obvod nasho trojuholnika:

kresliSiet(-1,8, -1,7);

real s 45;

path t

(9:0)"(4,9)"(7;2)"CYC1€‘}
path tt = rotate(s)*t;

fill(t,gray+opacity(.5));
draw(t);

fill(tt,red+opacity(.5));
draw(tt);
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Vyskumna tloha 6:

Nech a je Gtvar a s realne cislo.

Oznacme b obraz Utvaru a v otoCeni okolo pociatku o s stupriov a ¢ obraz utvaru b v otoceni okolo pociatku
0 —s stuprnow.

AKy je vztah utvarov a a c¢?

Vyskumna tdloha 7:

Nech a je utvar a s a r realne ¢isla.

Oznacme b obraz utvaru a v otoceni okolo pociatku o s stupifiov a x obraz titvaru b v otoceni okolo pociatku o r
stupnov.

Oznacéme c obraz ttvaru a v otoceni okolo pociatku o r stupiiov a y obraz Gtvaru c v otoceni okolo pociatku o s
stupniov.

AKy je vztah utvarov x a y?

Zalezi na poradi vykonania dvoch otoceni okolo pociatku?
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2.3 Otocenie okolo I'ubovolného bodu

Zatial sme sa zaoberali len Specialnym pripadom otocCenia, a to okolo pociatku stiradnicovej sistavy. Nerobili sme
to vSak nadarmo, lebo ho s ispechom vyuZzijeme pri otoceni okolo I'ubovolného bodu.

Priklad 18:

Kam sa zobrazi trojuholnik s vrcholmi (5, =5), (4, —1) a (6, —2) v otoCeni o uhol 100° okolo bodu (5, =5)?

RieSenie
Najprv malé prirovnanie: Ak sa ndm doma pokazi nejaké zariadenie a nie sme ho schopni svojpomocne opravit,

jednoducho ho odnesieme ho servisu, kde ho, dufajme, daji do poriadku a my si ho po case odnesieme spat
domovw.

V naSom pripade je ,pokazenym zariadenim“ nejaky tutvar, jeho ,oprava“ znamena otocenie o dany uhol okolo
daného bodu. KedZe to (ak tento bod nie je zrovna pociatkom) nevieme (aspon zatial) urobit, ,odnesieme” ¢ize
posunieme ho tak, aby sa bod otocenia dostal do ,servisu” ¢iZze do pociatku stiradnicovej sustavy, podla ktorého
ho otocit vieme. Takto posunuty utvar uz mézeme nechat ,opravit“ ¢ize otocit a ,,opraveny” ho ,odnesieme do-
mov"“ ¢iZe posunieme spat na pévodné miesto.

Oznacme pociatok suradnicovej sustavy O, stred otocenia P a uhol otoCenia v stuptioch s. Nakreslime postupne
vSetky Styri etapy v zmysle predchadzajtiiceho odseku (kvoli lepSej viditelnosti nebudeme kreslit celd siet, len
osi):

¢ t - pévodny trojuholnik:
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e u - trojuholnik vzniknuty z t posunutim, v ktorom sa stred otocenia P dostane do pociatku O, ¢iZe o vektor
PO:

e v - trojuholnik vzniknuty z u oto¢enim okolo pociatku o uhol s stuptniov:
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e w - trojuholnik vzniknuty z v posunutim, v ktorom sa pociatok O dostane do stredu otocenia P, ¢iZe o vektor
OP:

Nasa konstrukcia teda méze vyzerat takto:

kresliSiet(-5,6, -8,4);
pair 0 = (0,-0);

pair P = (5,-5);

real s = 100;

pair A = (5,-5);

pair B = (4,-1);

pair C = (6,-2);

path t = A--B--C--cycle;
path u = shift(0-P)*t;
path v = rotate(s)*u;
path w = shift(P-0)*v;
fill(t,gray+opacity(.5));
draw(t);
fill(u,gray+opacity(.1));
draw(u);
fill(v,red+opacity(.1));
draw(v);

fill(w, red+opacity(.5));
draw(w);

dot(0);

dot(P);
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Uvedomme si eSte, Ze pomocné medzivysledky tejto konstrukcie u a v a ani bod 0 vykreslovat vlastne vobec
netreba. M6Zeme preto zmensSit aj siet. Nas kod sa teda zredukuje takto:
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kresliSiet(-1,7, -8,1);
pair 0 = (0,-0);

pair P = (5,-5);

real s = 100;

pair A = (5,-5);

pair B = (4,-1);

pair C = (6,-2);

path t = A--B--C--cycle;
path u = shift(0-P)*t;
path v = rotate(s)*u;
path w = shift(P-0)*v;
fill(t,gray+opacity(.5));
draw(t);

fill(w, red+opacity(.5));
draw(w);

dot(P);

Vieme sa dokonca vyhnut aj deklarovaniu premennych u a v zlic¢enim troch riadkov

path u = shift(0-P)*t;
path v = rotate(s)*u;
path w = shift(P-0)*v;

do jediného:
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path w = shift(0-P)*rotate(s)*shift(0-P)*t;

Takto zjednoduSeny program

kresliSiet(-1,7, -8,1);

pair 0 = (0,-0);

pair P = (5,-5);

real s = 100;

pair A = (5,-5);

pair B = (4,-1);

pair C = (6,-2);

path t = A--B--C--cycle;
path w = shift(P-0)*rotate(s)*shift(0-P)*t;
fill(t,gray+opacity(.5));
draw(t);

fill(w, red+opacity(.5));
draw(w);

dot(P);

generuje rovnaky obrazok. Tento pristup nas upozornuje na moznost vytvarat vlastné zobrazenia skladanim
jednoduchsich

V zjednoduSovani programu moZeme pokrocit eSte dalej, ked pouZijeme int verziu prikazu rotate:

Otocenie mnozZiny bodov M okolo bodu P o uhol s stuptiov mozno vyziadat' prikazom rotate(s,P)*M.

Za pouzitia tohto prikazu nas program (s rovnakym vysledkom) vyzera takto:

kresliSiet(-1,7, -8,1);

pair P = (5,-5);

real s = 100;

pair A = (5,-5);

pair B = (4,-1);

pair C = (6,-2);

path t = A--B--C--cycle;
path w = rotate(s,P)*t;

fill(t,gray+opacity(.5));
draw(t);

fill(w, red+opacity(.5));
draw(w);

dot(P);
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Vyskumna tloha 8:

Nech a je Gtvar, P bod a s redlne ¢islo.
Oznacme b obraz utvaru a v otoceni okolo P o s stupiiov a ¢ obraz Gtvaru b v otoceni okolo P o —s stupriov.

AKy je vztah utvarov a a c?

Vyskumna tloha 9:

Nech a je Gtvar, P bod a s a r redlne ¢isla.

Oznac¢me b obraz utvaru a v otoceni okolo P o s stupiiov a x obraz utvaru b v otoceni okolo P o r stuprov.
Oznacme c obraz utvaru a v otoceni okolo P o r stupnov a y obraz utvaru ¢ v otoceni okolo P o s stupnov.
AKky je vztah dGtvarov x a y?

ZaleZi na poradi vykonania dvoch otoceni okolo toho istého bodu?

Vyskumna tloha 10:

Nech a je utvar, ¥ vektor, P bod a s reélne Cislo.

Ozna¢me b obraz utvaru a v posunuti o ¥ a x obraz tvaru b v oto¢eni okolo P o s stupriov.
Oznadme c obraz Utvaru a v otoceni okolo P o s stuptiov a y obraz Gtvaru ¢ v posunuti o 7.
AKy je vztah utvarov x a y?

Zalezi na poradi vykonania posunutia a otoc¢enia?
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Vyznacneé body v trojuholniku
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3.1 Vysky a ortocentrum

Pod vyskou trojuholnika rozumieme v SirSom zmysle kolmicu na priamku jeho strany prechadzajticu jeho pro-
tilahlym vrcholom, v uz§om potom tse¢ku (¢ dokonca jej dizku), ktorej jednym krajnym bodom je tento vrchol
a druhym pdta tejto kolmice na tato priamku ¢ize ich priesecnik. Da sa dokazat, Ze vSetky tri takto vzniknuté vysky
(chapané ako priamky) sa pretinaju v jedinom bode, ktory sa nazyva ortocentrum.
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Problém najdenia ortocentra tak mézeme rozloZit na dva jednoduchsie podproblémy:

e najdenie paty kolmice z daného bodu na dant priamku,
¢ najdenie priese¢nika dvoch priamok.

Prvy z podproblémov pritom budeme vyuzivat hned’ dvakrat.

Druhy problém riesi samotny jazyk Asymptote:

¢ Na skonstruovanie priesecnika réznobeziek sluzi prikaz extension (predlzenie), ktorého vstupmi su Styri
body, pricom prvé dva urcujd prvi priamku a druhé dva druh.

» UZ nazov tohto prikazu naznacuje, Ze bod extension(X1,Y1, X2,Y2) nemusi byt priesecnikom useciek
X1--Y1 aX2--Y2, ale moZze lezat na ich predlzeniach.

e Zdoraznime, Ze predmetné priamky musia byt ré6znobezné, inak pri vykonavani programu nastane chyba.

Sustredme sa teda na prvy problém:

Priklad 19:

N3jdite patu kolmice na zvolent usecku prechadzajicu cez zvoleny bod.

Riesenie
Oznacme krajné body nasej isecky X a Y a zvoleny bod nech je Z.

Vektor kolmy na XY ziskame lahko - sta&i ho ototit (napriklad okolo zaciatku) 0 90°. Ak tento vektor umiestnime
do bodu Z a jeho koncovy bod oznacime W, priamka ZW bude hladanou kolmicou. Pata P vySky potom bude jej
priese¢nikom s priamkou XY.
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pair X = (0,0);
pair Y = (3,0);
pair Z = (1,2);

pair WW = Z+rotate(90)*(X-Y);
pair P = extension(X,Y, Z,WW);

draw(X--Y);
draw(Z--WW,dashed);

dot ("$X$",X,W);
dot("$Y$",Y,E);
dot("$z$",Z,N);
dot ("$W$",WW,S);
dot("$P$",P,SE);

N

————————
jav]

e -

A bez vykreslenia medziproduktov:

pair X = (0,0);
pair Y = (3,0);
pair Z (1,2);

pair WW = Z+rotate(90)*(X-Y);
pair P = extension(X,Y, Z,WW);

draw(X--Y);

dot ("$X$", X, W);
dot("$Y$",VY,E);
dot("$z$",Z,N);

dot("$P$",P,S);

Ny

X > Y

Aby sme mohli prave najdené rieSenie opakovane pouzivat (mame to predsa v imysle urobit’ aspon dvakrat), bolo
by dobré, keby sme ho transformovali na vlastny prikaz. (To, Ze okrem prikazov ponikanych samotnym programom
Asymptote moZeme vytvarat i nové, sme uz urcite postrehli napriklad pri pouziti umelého prikazu kresliSiet.)
NajpriliehavejSie meno pre nas novy prikaz bude zrejme patakKolmice.

Pozrime sa na program z predchadzajucej ilohy podrobnejSie. M4 tri v podstate nezavislé casti:
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e Prvajetvorend prvymitroma prikazmia ide vlastne o prijatie vstupnych hodnét. Budu to tri vstupy nasho nového
prikazu a vSetky budu typu pair.

e V dalSich dvoch prikazoch prebieha samotny vypocet, ktorého vysledkom je hladana pata kolmice. Tie budu
jadrom implementacie nasho prikazu. Vysledok je tiez uloZeny v premennej typu pair a bude to jeho vystup.

e Poslednych pat prikazov je uz,len” vykreslenie vstupov a vysledku. Tu si treba uvedomit, Ze pri programovani st
vypoclet hodnoty a jej vypis dve v podstate nestvisiace veci. Na$ prikaz sa zameriava len na td prvu, o vykreslenie
sa postara niekto iny. Tito pasaz preto ignorujeme.

e Novy vlastny prikaz s ndvratovou hodnotou s nazvom p, zoznamom parametrov z, ditového typu navratovej
hodnoty t a definicioud ma tvartp (z) {d}.

Pod definiciou alebo telom obvykle rozumieme sekvenciu prikazov, ktoré mozu obsahovat premenné zo zo-
znamu parametrov z, ale i dalSie premenné - lokdlne ¢iZe deklarované v d i globdline ¢iZe deklarované v celom
programe.

Definicia sa musi koncit prikazom return (vrat) nasledovanym vyrazom datového takého typu, ako je de-
klarovanda navratova hodnota. Hodnota tohto vyrazu je potom vysledkom volania tohto prikazu.

» Podobne novy vlastny prikaz bez ndvratovej hodnoty s ndzvom p, zoznamom parametrov z a definiciou d ma
tvar void p (z) {d} (pri¢om slovo void (prazdna) zdoraziuje, Ze prikaz nema navratovai hodnotu).

e Obvykle st kvoli prehladnosti tieto zapisy formatované tak, ze .t p (z)“ resp.,voidp (z)“je vsamostatnom
riadku, v dalSom riadku je znak {, potom nasleduje d rozpisané do niekol'’kych riadkov, z ktorych kazdy je
odsadeny, a v poslednom riadku je znak }.

e . parameter ma tvar t; m; alebo t; m; = h;, kde t; je jeho datovy typ, m; jeho meno a pripadné h; jeho pred-
definovana hodnota.

N&s novovytvoreny prikaz teda bude vyzerat takto:

pair pataKolmice (pair X, pair Y, pair Z)
{

pair WW = Z+rotate(90)*(X-Y);

pair P = extension(X,Y, Z,WW);

return P;

}

Typ jeho navratovej hodnoty je pair a parametre su X, Y a Z, vSetky tieZ typu pair a bez predefinovanej hodnoty.
Telo je tvorené sekvenciou troch prikazov, z ktorych posledny je return. St tu deklarované lokalne premenné WW
a P, ktoré sa spolu s parametrami pouzivaju pri vypocte.

Tento prikaz mdZeme prirovnat k divadelnej hre, jeho telo predstavuje jej scenar. St v nej tri ,postavy” X, Y a Z
a,rekvizity” WW a P. Kazdé zavolanie prikazu znamend novi inscendciu tejto hry, musime vSak pritom povedat, ktory
yherec bude hrat ktoru ,rolu” A tak napriklad ,inscenacia“ patakKolmice (A, B, C) znameng, Ze ,rolu” X bude hrat
Jherec A, ,rolu“Y ,herec” B a ,rolu“ Z ,herec” C, a pri inej ,inscenacii“ patakolmice(C,D,D) bude hrat’ ,herec” C
Jrolu” X (hoci v predoslej ,inscenacii“ hral ind ,,rolu“) a ,herec” D bude mat ,dvojtilohu” - bude hrat ako ,rolu“Y, tak
Jrolu“ Z.

Toto podobenstvo ostava v platnosti pre l'ubovolny iny prikaz, a to i v dalSich programovacich jazykoch. Dokonca ho
mozno s uspechom aplikovat i na jazyk matematiky: definicia nejakého nového pojmu zodpoveda hlavicke prikazu
a vymedzovana situacia jeho telu.
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Priklad 20:

Nakreslite vysky a ortocentrum zvoleného trojuholnika.

Riesenie
Oznacme vrcholy zvoleného trojuholnika 4, B, C, paty ich vySok postupne Py, P, P; a jeho ortocentrum V.

KedZe paty vysok st vlastne patami kolmic z vrcholov na priamky protilahlych stran, na ich konStrukciu opako-
vane pouzijeme pred chvilou vytvoreny prikaz patakKolmice. Nas program teda bude vyzerat takto:

pair pataKolmice (pair X, pair Y, pair Z)
{

pair WW = Z+rotate(90)*(X-Y);

pair P = extension(X,Y, Z,WW);

return P;

¥

pair A = (0,0);

pair B = (5,0);

pair C = (1,4);

pair PA = pataKolmice(B,C, A);
pair PB = pataKolmice(C,A, B);
pair PC = pataKolmice(A,B, C);

pair V = extension(A,PA, B,PB);
draw(A--B--C--cycle);

draw(A--PA,dashed);
draw(B--PB,dashed);
draw(C--PC,dashed);

dot("$A$",A,SW);
dot("$B$",B,SE);
dot("$C$",C,N);

dot("$P_A$",PA,NE);
dot("$P_B$",PB,NW);
dot("$P_C$",PC,S);

dot("$Vv$",V,SE);
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A P B

Po vloZeni prikazu pataKolmice na koniec kniznice asydef2. tex bude nas program uz bez neho:
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pair A = (0,0);
pair B = (5,0);
pair C = (1,4);
pair PA = pataKolmice(B,C, A);
pair PB = pataKolmice(C,A, B);
pair PC = pataKolmice(A,B, C);

pair V = extension(A,PA, B,PB);
draw(A--B--C--cycle);

draw(A--PA,dashed);
draw(B--PB,dashed);
draw(C--PC,dashed);

dot ("$A$",A,SW);
dot("$B$",B,SE);
dot("$C$",C,N);

dot("$P_A$",PA,NE);
dot("$P_B$",PB,NW);
dot("$P_C$",PC,S);

dot("$V$",V,SE);

Aj najdenie ortocentra moZeme pretvorit na samostatny prikaz, ktory tiez priddme do kniZnice asydef2.tex,
avsak az za prikaz pataKolmice, pretoze ho vyuziva:

pair ortocentrum (pair X, pair Y, pair Z)
{

pair PX = pataKolmice(Y,Z, X);

pair PY = pataKolmice(X,Z, Y);

pair V = extension(X,PX, Y,PY);

return V;

Vyskumna tloha 11:

Popiste polohu ortocentra
e ostrouhlého,
e tupouhlého,
e pravouhlého

trojuholnika.

Vyskumna tloha 12:

Nech V je ortocentrum nepravouhlého trojuholnika ABC. Zistite, aky vztah ma bod C k trojuholniku ABV.
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3.2 TazZnice a tazisko

Pripomeiime, Ze taZnica trojuholnika je tsecka, ktora spaja vrchol trojuholnika so stredom protilahlej strany, a Ze
vSetky tri taZnice prechadzaju tym istym bodom, ktory nazyvame taZisko.

Priklad 21:

Zvolte si lubovolnu dsecku a nakreslite jej stred.

RieSenie
Oznacme krajné body nasej tsec¢ky A a B, jej stred nech je S.

A

Vektor AS ma teda rovnaky smer a orientdciu ako vektor AB a ma voc¢i nemu polovi¢nu vel'kost. MoZeme preto
pisat:
— 1

AS = -AB.
S 2

VyuZitim vztahu XY =Y — X a dal$imi Upravami dostavame

1
S—A=2(B-4),

1
S=5(B-A)+4

S—lB 1A+A
) 2 ’

S=-B+-A
2 2
alebo krajsie

pripadne vo forme aritmetického priemeru
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pair A
pair B

(0,0);
(4,2);

pair SS = 1/2*A+1/2*B;
draw(A--B);
dot("$A%$" ,A,NW);

dot("$B$",B,NW);
dot("$5$",SS,NW);

¢ Bod krivky ziskame aplikaciou prikazu point (bod), ktorého prvym vstupom je tato krivka a druhym tzv.
»index"“ tohto jej bodu (v programovom koéde zapisovany, samozrejme, prislusnym fontom).

¢ V pripade usecky su jej body indexované rovnomerne realnymi ¢islami od 0 do 1, pricom 0 je index bodu
uvedeného ako prvy.
Cize napriklad point (A--B,0) je bod A, point(A--B,1) je bod B, point(A--B,1/2) je stred tise¢ky
A--B a povedzme point(A--B,2/3) bod tsecky A--B, ktory ju deli na Casti v pomere 2 : 1, pricCom
dlhsia je pri bode A.

¢ V pripade lomenej Ciary tvorenej n iseckami st jej body indexované realnymi ¢islami 0 az n, pricom bod
sindexom i + x, kde i je prirodzené ¢islo od 0 don —1 a x je redlne ¢islo od 0 do 1, je x bod (i + 1). tsecky.
Cize napriklad point (A--B--C--D,®) je bod A, point(A--B--C--D,2) je bod C a point(A--B,2.5)
je stred usecky C- -D.

¢ Body kruZnice st indexované rovnomerne ¢islami 0 az 4.

¢ Stredny bod krivky (pri réznych krivkach méze byt tento pojem definovany rézne) mozno ziskat' pro-
strednictvom prikazu midpoint (stredny bod), ktorého jedinym vstupom je doty¢na krivka.

* V pripade tsecky je jej strednym bodom jej stred, takZe ak st jej krajné body X a Y (CiZe ona je X--Y), jej
stred ziskame vyrazom midpoint (X--Y).

Riadok

pair SS = 1/2*A+1/2*B;

nasho programu tak moZeme ekvivalentne nahradit riadkom

pair SS = point(A--B,1/2);

alebo Sikovnejsie

pair SS = midpoint(A--B);
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Vyskumna tloha 13:

Zistite, kedy je stred tisecky s krajnymi mrezZovymi bodmi tieZ mreZovym bodom.

Priklad 22:

Zvolte si lubovolny trojuholnik a nakreslite jeho taznice a taZzisko.

Riesenie
Oznacme vrcholy zvoleného trojuholnika 4, B, C, stredy jeho stran AB, BC, CA postupne S,p, Sgc, Sca @ jeho
tazisko T.

KedZe stred tisecky uz vieme zostrojit, s taznicami nebude problém. Vyberieme si teda dve z nich a tazisko bude
ich priese¢nikom:

pair A = (0,0);
pair B = (5,0);
pair C = (1,4);

pair SAB = midpoint(A--B);
pair SBC = midpoint(B--C);
pair SCA = midpoint(C--A);

pair T = extension(A,SBC, B,SCA);
draw(A--B--C--cycle);

draw(A--SBC,dashed);
draw(B--SCA,dashed);
draw(C--SAB,dashed);

dot ("$A$",A,SW);
dot("$B$",B,SE);
dot("$C$",C,N);

dot("$S_{AB}$",SAB,S);
dot("$S_{BC}$",SBC,NE);
dot("$S_{CA}$",SCA,NW);

dot("$T$",T,S);
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Aj na najdenie taziska méZeme vytvorit vlastny prikaz a odlozit ho do kniznice:

pair tazisko (pair X, pair Y, pair Z)
{
pair SXZ = midpoint(X--2);
pair SYZ = midpoint(Y--2);
pair T = extension(X,SYZ, Y,SXZ);
return T;

Vyskumna tloha 14:

Zistite, kedy je taZisko trojuholnika s vrcholmi v mreZovych bodoch tiez mreZovym bodom.

Priklad 23:

Overte, ze tazisko deli taznicu v pomere 2 : 1.

RieSenie
PouZime oznacenie z predchadzajicej ulohy. Bez ujmy na vSeobecnosti uvazujme taZnicu €S,5. Nech U je bod,
ktory deli tito taZznicu v pomere 2 : 1, pricom vacsia cast je pri vrchole C.

Plati teda



3.2 TaZnice a taZisko 63

pair A = (0,0);
pair B = (5,0);
pair C = (1,4);
pair T = tazisko(A,B,C);

pair SAB = midpoint(A--B);
pair U = C+2/3*(SAB-C);

draw(A--B--C--cycle);
draw(C--SAB,dashed);
dot("$A$",A,SW);
dot("$B$",B,SE);

dot ("$C$",C,N);
dot("$S_{AB}$",SAB,S);

dot("$T$",T,S,linewidth(5));
dot("$U$",U,NE,yellow);

A

Ako vidiet, body U a T teda (aspon v tomto pripade) splyvaju.
Samozrejme, len na zaklade takéhoto optického pozorovania nemézeme tvrdit, Ze to plati vo vSeobecnosti. Pokra-

¢ujme v Upravach:
2 2 2 2 1
U:C+§(SAB_C)=C+§SAB_§C=§SAB+§C:

-—21A+1B+}f—1A+1B+1C—1A+B+C
“3\2 2 37 3 3 37 3( ):

Ako vidiet, zaverecny vyraz je symetricky voc¢i bodom A, B, C. To vSak znamenj, Ze ten isty bod by sme dostali,
aj keby sme uvazovali l'ubovolnu inu taznicu. Tento bod teda lezi na vSetkych troch tazniciach, takze je to naozaj
tazisko.

Ako vedIajsi produkt predchadzajicich ivah sme dostali, Ze taZisko I'ubovolného trojuholnika ABC je

1
3@+B+0).

To ndm umoziiuje zjednodusit' a zestetictit implementaciu naSho (uz uskladneného) prikazu tazisko takto:

pair tazisko (pair X, pair Y, pair Z)

{
}

return 1/3*(X+Y+Z);




3.2 TaZnice a taZisko 64

Uvedomme si, Ze takato reimplementacia nema (a ani nesmie mat) Ziaden vplyv na vypocty, ktoré tento prikaz
pouzivaju. On je pre ne akousi ,¢iernou skrinkou“ - to, ako sa v nom hlada a najde spravna hodnota, volajiceho
absolutne nezaujima.

Vyskumna tloha 15:

Nech T je tazisko trojuholnika ABC a D, E, F postupne taziska trojuholnikov ABT, BCT, CAT. Aky je vztah
trojuholnika DEF a bodu T?
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3.3 Opisana kruznica

KruZnica opisand trojuholniku je jedina kruznica, ktora prechadza jeho vSetkymi tromi vrcholmi. To znamena, Ze jej
stred musi byt od kazdého z nich vzdialeny rovnako, a teda musi lezat na kazdej z osi jeho stran. Od tohto faktu
sa odvija i jeho konstrukcia.

Priklad 24:

Zvolte si lubovolnu tsecku a nakreslite jej os.

Riesenie
Ulohu vyrieSime dvoma spdsobmi, kazdy z nich bude pre nas svojim spésobom poucny:.

1 Najprv napodobnime klasickd konstrukciu, pri ktorej sa zostroja rovnako velké kruznice (pripadne iba ich

relevantné obliiky) so stredmi v oboch krajnych bodoch a s lubovolnym polomerom vel'kosti aspoii pol dizky
usecky. Os Usecky je potom priamka, ktora prechadza priese¢nikmi tychto kruznic.
Ak krajné body nasej usec¢ky oznacime A a B a priese¢niky (oblikov) kruznic C a D, vSetky Styri tsecky AC,
BC, AD, BD maju rovnaku dizku (rovnu zvolenému spolo¢nému polomeru oboch Kruznic), ¢o znamena, Ze
ABCD je kosostvorec. A kedZe uhlopriecky kosostvorca si navzajom kolmé a rozpoluju sa, priamka CD je
osou usecky AB, ¢o zdovodiiuje spravnost tejto konstrukcie.
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Na to, aby sme zostrojili kruznice, musime poznat ich spolo¢ny polomer (ich stredy st A a B). Ten ma byt
aspoii polovicou dizky tsecky AB, tak nech je kvéli jednoduchosti priamo rovny jej dizke. Potrebujeme teda
vediet vy¢islit' dizku useky.
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¢ Na urcenie vzdialenosti bodu od pociatku siradnicovej stistavy sa pouziva prikaz abs (skratka pre
»absolute value“ ¢iZe absolitnu hodnotu), ktorého vstupom je tento bod.

e Tento prikaz mozno pouZit' aj na uréenie dizky uisecky, a to tak, Ze ju chadpeme ako vektor a ako vstup
pouzijeme koncovy bod jeho zakladnej polohy. Dlzka tisecky s krajnymi bodmi X a Y je teda abs (Y-X)
(alebo rovnako dobre abs (X-Y)).

Kruznice samotné vSak nestacia, treba vediet ndjst ich priese¢niky.

e Prikaz intersectionpoints (body prieniku), ktorého dvoma vstupmi st krivky, vracia prislusne dlhy
zoznam ich priese¢nikov (¢islovany od nuly).

o Akst k1 a k2 krivky a i je index mensi nez dizka tohto zoznamu, intersectionpoints(k1,k2)[i]
znamena i. priesec¢nik tychto dvoch kriviek (ratany pozdiz prvej z nich). Ak v$ak index i nie je mensi
nez je dizka zoznamu, program sa skonéi s chybou.

NasSa konstrukcia teda mo6ze vyzerat takto:

pair A = (0,0);

pair B = (3,0);

real r = abs(A-B);

path kA = circle(A,r);

path kB = circle(B,r);

pair C = intersectionpoints(kA,kB)[@0];
pair D = intersectionpoints(kA,kB)[1];

draw(A--B);

draw(C--D,dashed);
draw(A--C--B--D--cycle,dotted);

draw(kA,dashed);
draw(kB,dashed);

dot("$A$",A,W);
dot("$B$",B,E);
dot("$C$",C,S);
dot("$D$",D,N);
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A bez pomocnych ¢iar a oznaceni:
pair A = (0,0);
pair B = (3,0);
real r = abs(A-B);
path kA = circle(A,r);
path kB = circle(B,r);
pair C = intersectionpoints(kA,kB)[0];
pair D = intersectionpoints(kA,kB)[1];
draw(A--B);
draw(C--D,dashed);
dot ("$A$" ,A,W);
dot("$B$",B,E);
|
|
|
|
|
|
|
|
|
A B

2 Alternativne rieSenie vyuziva fakt, Ze os isecky je priamka na fiu kolma a prechadzajica jej stredom. Stred
Usecky uZ zostrojit vieme, ostava konstrukcia kolmice na dant dsecku cez jej dany bod. Tt ziskame jednodu-
cho - otocCenim tejto tsecky okolo tohto bodu o 90°.

Oznacéme krajné body nasej usecky opat A a B, jej stred S. Jej osou bude priamka €D, kde body C a D vzniknu
otofenim bodov 4, resp. B 0 90° okolo jej stredu S.
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pair A
pair B

(0,0);
(3,0);

pair SS = midpoint(A--B);

rotate(90,SS)*A;
rotate(90,SS)*B;

pair C
pair D

draw(A--B);
draw(C--D,dashed);

dot("$A$",A,W);
dot("$B$",B,E);
dot("$C$",C,S);
dot("$D$",D,N);
dot("$S$",SS,SW);

A esSte bez vykreslenia pomdcok:

o]

(92
— ¢ ——— — -0

Qe — — —

pair A = (0,0);
pair B (3,0);

pair SS = midpoint(A--B);

rotate(90,SS)*A;
rotate(90,SS)*B;

pair C
pair D

draw(A--B);
draw(C--D,dashed);
dOt("$A$"JA:W);

dot("$B$",B,E);
dot("$S$",SS,SW);

[
[N €7 G,
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Priklad 25:

Zvol'te si lubovolny trojuholnik a nakreslite jemu opisand kruznicu.

Riesenie

Oznac¢me vrcholy zvoleného trojuholnika 4, B, C, stredy jeho stran AB, BC, CA postupne S,g, Sgc, Sca a stred
jemu opisanej kruznice O.

Bod O je priesecnikom vybranej dvojice osi stran. Na kazdej potrebujeme dva body. Jeden z nich je jej stred, druhy
ziskame konstrukciou z predchadzajtceho prikladu.

Ked uzbudeme mat stred hladanej kruZnice, jej polomer ziskame lahko - je to jeho vzdialenost’ od ktoréhokolvek
vrcholu.

pair A = (0,0);
pair B = (5,0);
pair C = (1,4);

pair SAB = midpoint(A--B);
pair SBC = midpoint(B--C);
pair SCA = midpoint(C--A);

pair O = extension(SAB,rotate(90,SAB)*B, SBC,rotate(90,SBC)*C);

path k = circle(0,abs(0-A));

draw(A--B--C--cycle);
draw(k);

draw(A--0,dotted);
draw(B--0,dotted);
draw(C--0,dotted);

draw(SAB--0,dashed);
draw(SBC--0,dashed);
draw(SCA--0,dashed);

dot("$A$",A,SW);
dot("$B$",B,SE);
dot("$C$",C,N);

dot("$S_{AB}$",SAB,S);
dot("$S_{BC}$",SBC,NE);
dot("$S_{CA}$",SCA,NW);

dot("$0$",0,SW);
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Aj tu predchadzajuce rieSenie prerobime na prikaz:

pair stredOpisanejKruznice (pair X, pair Y, pair Z)
{
pair SXY = midpoint(X--Y);
pair SYZ = midpoint(Y--2);
pair 0 = extension(SXY,rotate(90,SXY)*Y, SYZ,rotate(90,SYZ)*Z);
return O;

A mozeme pridat aj prikaz na nakreslenie samotnej opisanej kruznice, vysledok vSak bude mat typ path:

path opisanaKruznica (pair X, pair Y, pair Z)

{
pair 0 = stredOpisanejKruznice(X,Y,Z);
path k = circle(0,abs(0-X));
return k;

}

Vyskumna tloha 16:

PopiSte polohu stredu kruznice opisanej
e ostrouhlému,
e tupouhlému,
e pravouhlému

trojuholniku.

Vyskumna aloha 17:

Vnitri stran BC, CA, AB trojuholnika ABC st postupne body D, E, F. Aky vztah maja kruZnice opisané trojuhol-
nikom EAF, FBD, DCE? Ako je to v pripade, ked’ D, E, F st stredy prislusnych stran?
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Vyskumna tloha 18:

Nech P, Q, R st paty vySok nepravouhlého trojuholnika ABC postupne z vrcholov A4, B, C. Aky je vztah piat
kolmic z bodu P na priamky AB a AC, z bodu Q na priamky BC a BA az bodu R na priamky CA a CB?

Vyskumna tloha 19:

Nech V je ortocentrum trojuholnika ABC a D priesecnik jemu opisanej kruznice s patou vysky z vrcholu A na
stranu BC. Aky je vztah bodov V a D?

Vyskumna tloha 20:

Nech V je ortocentrum trojuholnika ABC. AKky je vztah kruznic opisanych trojuholnikom ABC a ABV?

Vyskumna tloha 21:

Nech O je stred kruznice opisanej trojuholniku ABC. Nech S5, Sgc, Sc4 SU postupne stredy useciek AB, BC, CA.
AKky je vztah bodu O a trojuholnika S 5SgcSca?
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3.4 Vpisana kruZnica

KruZnica vpisand do trojuholnika je jedina kruznica, ktora sa dotyka vSetkych jeho stran. To znamen, Ze jej stred
musi byt od kazdej z nich vzdialeny rovnako, a teda musi lezat na kazdej z osi jeho uhlov. Toto pozorovanie vyuzi-
jeme pri jeho konstrukcii.

KedZe klasicka konStrukcia osi uhla neobsahuje z hladiska Asymptote Ziadne nové myslienky, nechavame ju len
ako (vcelku uZitoc¢né) cvicenie:

Uloha 5:

Zvol'te si uhol a napodobnite klasickd konstrukciu jeho osi.

Sustredime sa len na alternativne rieSenie:

Priklad 26:

Zvolte si uhol a nakreslite jeho os.

RieSenie
Odrazme sa od rieSenia predchadzajicej ulohy s nasledujicim oznacenim:

c

KedZe kruznice oblikov b a ¢ maju podla konstrukcie rovnaké polomery, itvar AXZY je deltoid simerny podla
svojej uhlopriecky AZ, a ta teda naozaj rozpoluje jeho uhol XAY ¢ize BAC.

Zhodné polomery oblikov b a ¢ zatial nemaju ziaden vztah k polomeru oblika a, ni¢ ndm teda nebrani zvolit
vSetky tri rovnaké. Deltoid AXZY sa potom stane kosoStvorcom:
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B

Potom plati XZ =AY, tizeZ = X + (Y — A), na konstrukciu bodu Z teda nepotrebujeme konStruovat’ obltky b
ac.

Ked%e na dizke strany pomocného koso$tvorca nezéleZi, zvolime pre fiu hodnotu 1. Body X a Y by sme vedeli
skonstruovat ako priese¢niky jednotkovej kruznice so stredom v A s ramenami uhla, pouZzijeme vsak tuto po-
mocku:

Na zostrojenie jednotkového vektora v smere daného vektora slazi prikaz dir (,direction”, smer), ktorého
vstupom je koncovy bod tohto vektora.

pair A = (0,0);

pair B = (5,0);
pair C = (1,4);
pair X = A+dir(B-A);
pair Y = A+dir(C-A);
pair Z = X+Y-A;

draw(B--A--C);
draw(X--Z--Y,dashed);
draw(A--Z,dashed);

dot("$A%",A,SW);
dot("$B$",B,SE);
dot("$C$",C,N);

dot("$X$",X,S);
dot("$Y$",Y,NW);
dot("$z$",Z,NE);
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Zredukujme vykreslenie len na ddlezité veci:

pair A = (0,0);
pair B = (5,0);
pair C = (1,4);

pair X = A+dir(B-A);
pair Y = A+dir(C-A);

pair Z = X+Y-A;

draw(B--A--C);
draw(A--Z,dashed);

dot("$A$",A,SW);
dot("$B$",B,SE);
dot("$C$",C,N);

dot("$z%$",Z,NE);

B

Podrobnejsi pohlad na tento kdd ndm ukaZe, Ze deklarovat premenné X a Y je zbytoc¢né, staci riadky

pair X = A+dir(B-A);
pair Y = A+dir(C-A);
pair Z = X+Y-A;

nahradit jedinym

pair Z = (A+dir(B-A))+(A+dir(C-A))-A;

alebo po Uprave vyrazu na pravej strane

pair Z = A+dir(B-A)+dir(C-A);

Dostavame tak finalne rieSenie:
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pair A = (0,0);
pair B = (5,0);
pair C = (1,4);

pair Z = A+dir(B-A)+dir(C-A);

draw(B--A--C);
draw(A--Z,dashed);

dot("$A%",A,SW);
dot("$B$",B,SE);
dot("$C$",C,N);

dot("$2$",Z,NE);

Priklad 27:

Zvolte si lubovolny trojuholnik a nakreslite do neho vpisanu kruznicu.

Riesenie

Oznacme vrcholy zvoleného trojuholnika 4, B, C a stred do neho vpisanej kruznice I. Ten leZi na osiach uhlov
(vyberieme si dva z nich), ktoré uz skonstruovat vieme.

Na zostrojenie kruznice vsak potrebujeme vediet jej polomer, ktory je rovny vzdialenosti bodu I od paty jeho
vysKky na lubovolnu stranu. T tieZ zostrojit vieme.
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pair A
pair B =
pair C

H
1l

pair

pair
pair
pair

o~ O T
1

path k =

draw(k);

dot("$A%"
dot("$B$"
dot("$C$"

dot(P);
dot(Q);
dot(R);

dot("$1$"

(0,0);
(5,0);
(1,4);

extension(A,A+dir(B-A)+dir(C-A), B,B+dir(A-B)+dir(C-B));
patakKolmice(A,B, I);
patakolmice(B,C, I);
pataKolmice(C,A, I);

circle(I,abs(I-P));

draw(A--B--C--cycle);

draw(I--P,dotted);
draw(I--Q,dotted);
draw(I--R,dotted);

draw(I--A,dashed);
draw(I--B,dashed);
draw(I--C,dashed);

»A,SW);
,B,SE);
SGN);

>I,SW);

Tradi¢ne vyrobime aj samostatné prikazy, ktoré vlozime do kniZnice asydef2.tex:
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pair stredVpisanejKruznice (pair X, pair Y, pair Z)

{
}

return extension(X,X+dir(Y-X)+dir(z-X), Y,Y+dir(X-Y)+dir(Z-Y));

path vpisanaKruznica (pair X, pair Y, pair 2)

{

pair I

stredVpisanejKruznice(X,Y,Z);
pair P = pataKolmice(X,Y, I);

path k = circle(I,abs(I-P));

return k;

Vyskumna tloha 22:

Nech [ je stred kruZnice vpisanej trojuholniku ABC a D je priese¢nik kruznice jemu opisanej s osou uhla ACB
rozny od C. AKy je vztah bodu D a trojuholnika ABI?

Vyskumna tloha 23:

Nech P, Q, R su paty vysSok nepravouhlého trojuholnika ABC. Nech I je stred kruznice vpisanej trojuholniku
PQR. Aky je vztah bodu I a trojuholnika ABC?

Vyskumna tloha 24:

Nech I je stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC. Aky je vztah priesecnikov osi useciek Al, BI, CI k troj-
uholniku ABC?
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3.5 Pripisané kruZznice

Kruznica pripisand do trojuholnika ABC kjeho strane AB je jedina kruznica, ktora sa dotyka strany AB a polpriamok
opacnych k polpriamkam AC a BC.

Na obréazku sd znazornené vsetky tri pripisané kruznice k danému trojuholniku:

Ako sa da vidiet, ich stredy tiez lezia na osiach uhlov ur¢enych priamkami stran trojuholnika, ¢o dava isty navod na
ich konstrukciu:

Uloha 6:

Minimalistickou tpravou prikazu na najdenie stredu kruznice vpisanej do daného trojuholnika vytvorte prikaz
na najdenie stredu kruznice pripisanej k jeho zvolenej strane.

Uloha 7:

Minimalistickou upravou prikazu na najdenie kruznice vpisanej do daného trojuholnika vytvorte prikaz na
najdenie kruZnice pripisanej k jeho zvolenej strane.

Uloha 8:

Pomocou prikazu z predchadzajuicej tlohy zostrojte pre zvoleny trojuholnik vSetky tri k nemu pripisané kruz-
nice.
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Vyskumna tloha 25:

Nech I je stred kruZnice vpisanej do daného trojuholnika a J, K, L stredy kruznic k nemu pripisanych. AKky je
vztah bodu I a trojuholnika JKL?

Vyskumna tloha 26:

Nech O je stred kruznice opisanej trojuholniku ABC, I stred kruznice don vpisanej a J, K, L stredy kruznic
k nemu pripisanych. Nech S je stred kruznice opisanej trojuholniku JK'L. Aky je vztah bodov [, O a §?
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3.6 Feuerbachova kruznica

Feuerbachovou kruZnicou daného trojuholnika nazyvame kruznicu, ktora prechadza stredmi jeho stran.

Uloha 9:

Nakreslite Feuerbachovu kruznicu zvoleného trojuholnika.

Uloha 10:

Vytvorte prikaz na najdenie stredu Feuerbachovej kruznice daného trojuholnika.

Uloha 11:

Vytvorte prikaz na najdenie Feuerbachovej kruznice daného trojuholnika.

Vyskumna tloha 27:

Zistite vzajomnu polohu Feuerbachovej kruznice daného trojuholnika a piat jeho vySok.

Vyskumna tloha 28:

Nech ABC je trojuholnik a V jeho ortocentrum. Zistite vzajomnu polohu Feuerbachovej kruznice trojuholnika
ABC a stredov usec¢iek VA, VB, VC.

Vyskumna tloha 29:

Zistite vzajomny vztah Feuerbachovej kruznice daného trojuholnika a kruznice jemu opisane;.

Vyskumna tloha 30:

Zistite vzajomny vztah Feuerbachovej kruznice daného trojuholnika ku kruznici doniho vpisanej a ku kruzni-
ciam k nemu pripisanym.

Vyskumna tloha 31:

Nech J, K, L su stredy kruznic pripisanych k trojuholniku ABC. Nech f je Feuerbachova kruznica trojuholnika
JKL. Aky je vztah kruznice f k trojuholniku ABC?

Vyskumna tloha 32:

Zistite vzajomnu polohu ortocentra, stredu jeho opisanej kruznice a stredu jeho Feuerbachovej kruZnice.
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3.7 Eulerova priamka

Pod Eulerovou priamkou daného nerovnostranného trojuholnika rozumieme priamku prechadzajtcu jeho ortocen-
trom a stredom jemu opisanej kruZnice.

Uloha 12:

Nakreslite Eulerovu priamku zvoleného trojuholnika.

Vyskumna tloha 33:

Zistite vzajomnu polohu Eulerovej priamky daného trojuholnika a jeho taziska a stredu jeho Feuerbachovej
kruznice.

Vyskumna tloha 34:

Zistite pomer vzdialenosti taZiska od ortocentra a od stredu opisanej kruznice.




4.
Rezy kocky
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4.1 Kocka

V tejto stati sa budeme zaoberat dalSou témou stredoskolskej matematiky - rovinnymi rezmi kocky. Stereometria
si, samozrejme, vyZaduje eSte viac predstavivosti neZ planimetria, treba preto hladat spdsoby, ako ju spristupnit
SirSiemu publiku. Vybornou pomdckou tu méze byt prave program Asymptote: Ak totiZ stibor s trojrozmernym
obrazkom v nom vytvorenym otvorime v Standardnom prehliadaci (Adobe Acrobat Reader DC) a tento obrazok (na
vyzvu) aktivujeme, budeme ho moct (pohybom stlacenej mysi) podla potreby otacat, a nazerat tak nan z réznych
stran. Aby sa tak mohlo udiat, v sibore konstrukcie.tex sa prepneme do kniZnice asydef3. tex, ktord obsahuje
prislusné nastavenia.

e KedZe body v trojrozmernom priestore su charakterizované troma stradnicami, budeme ich ukladat do
Specidlneho typu triple (trojica).

e Bod (a, b, c) budeme zapisovat v tvare (a, b, c) (aj vtomto pripade budi hodnoty a, b a ¢ napisané prislus-
nym fontom).

Prv nez sa budeme zaoberat samotnymi rezmi, potrebujeme vediet kreslit kocku.

Priklad 28:

Nakreslite jednotkovi kocku.

RieSenie
Nasu stradnicovu sdstavu zvolime tak, aby sa ¢o najviac podobala obvyklému pohladu, t. j. tak, ze stena ABFE

bude viac-menej ¢elna. To znamen3, Ze jej pociatkom bude bod D a jej kladné polosi sa buda zhodovat postupne
s polpriamkami DA, DC, DH.

B

KedZe kocka je jednotkova, vSetky sdradnice vSetkych jej vrcholov budi bud’ 0, alebo 1 a kazda z 6smich kom-
bindcii tychto dvoch ¢isel da iny z nich.

Po definicii poloh vrcholov uz iba nakreslime obvod kazdej zo Siestich stien a vrcholy oznacime prislusnymi
pismenami.

Analégiou smerov z dvojrozmerného priestoru st tu konstanty typu triple v tvaroch d3x, d3y a d3xy, kde
X je uz zndme oznacenie niektorej hlavnej svetovej strany a y je niektoré z pismen U (,up“ - hore) alebo D
(,down" - dolu).

Zdoraznime, Ze tieto konStanty nie su sucastou jazyka, s definované v kniznici asydef3. tex.




////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012--today, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20140923
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard, be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys
//      and caled using the s and S keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts and
//      groups of parts in the 3D scene. Parts which have been selected with the
//      mouse can be scaled moved around and rotated like the cross section as
//      described above. To spin the parts around their local up-axis, keep
//      Control key pressed while using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  if(
    clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
    clip=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
  );
  for(var i=0;i<scene.nodes.count;i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd==clip||nd.name=='') continue;
    var ndUTFName='';
    for (var j=0; j<nd.name.length; j++) {
      var theUnicode = nd.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      ndUTFName += theUnicode;
    }
    var end=nd.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var ndUserName=nd.name.substr(0,end);
    else var ndUserName=nd.name;
    respart='  PART='+ndUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+ndUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!nd.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+nd.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.constructor.name=='Mesh'){
      currender=defaultrender;
      switch(nd.renderMode){
        case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
          currender='BoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
          currender='TransparentBoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
          currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
          currender='Vertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
          currender='ShadedVertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
          currender='Wireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
          currender='ShadedWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID:
          currender='Solid';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
          currender='Transparent';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
          currender='SolidWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
          currender='TransparentWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
          currender='Illustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
          currender='SolidOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
          currender='ShadedIllustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
          currender='HiddenWireframe';break;
        //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
        //  currender='Default';break;
      }
      if(currender!=defaultrender){
        respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
        defaultvals=false;
      }
    }
    if(origtrans[nd.name]&&!nd.transform.isEqual(origtrans[nd.name])){
      var lvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +nd.transform.translation.x+' '
               +nd.transform.translation.y+' '
               +nd.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+=host.util.printf(
      '    VISIBLE=%s\n', clip.visible);
    res+=host.util.printf(
      '    PLANECOLOR=%s %s %s\n', clip.material.emissiveColor.r,
             clip.material.emissiveColor.g, clip.material.emissiveColor.b);
    res+=host.util.printf(
      '    OPACITY=%s\n', clip.opacity);
    res+=host.util.printf(
      '    INTERSECTIONCOLOR=%s %s %s\n',
        clip.wireframeColor.r, clip.wireframeColor.g, clip.wireframeColor.b);
    res+='  END\n';
//    for(var propt in clip){
//      console.println(propt+':'+clip[propt]);
//    }
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected node;
var target=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected&&e.node.name!=''){
    target=e.node;
  }else{
    target=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  var clip=null;
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  if(clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')|| //predefined
    scene.nodes.getByName('Clipping Plane')){ //added via context menu
    runtime.removeCustomMenuItem("csection");
    runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
  }
  if(clip){//plane in predefined views must be rotated by 90 deg around normal
    clip.transform.rotateAboutLineInPlace(
      Math.PI/2,clip.transform.translation,
      clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1))
    );
  }
  for(var i=0; i<rot4x4.length; i++){rot4x4[i].setIdentity()}
  target=null;
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

var rot4x4=new Array(); //keeps track of spin and tilt axes transformations
//key event handler for scaling moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var backtrans=new Matrix4x4();
  var trgt=null;
  if(target) {
    trgt=target;
    var backtrans=new Matrix4x4();
    var trans=trgt.transform;
    var parent=trgt.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    if(
      trgt=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      trgt=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ) var trans=trgt.transform;
  }
  if(!trgt) return;

  var tname=trgt.name;
  if(typeof(rot4x4[tname])=='undefined') rot4x4[tname]=new Matrix4x4();
  if(target)
    var tiltAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  else  
    var tiltAxis=trans.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  var spinAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,0,1));

  //get the centre of the mesh
  if(target&&trgt.constructor.name=='Mesh'){
    var centre=trans.transformPosition(trgt.computeBoundingBox().center);
  }else{ //part group (Node3 parent node, clipping plane)
    var centre=new Vector3(trans.translation);
  }
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 31://tilt down
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 28://spin right
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 29://spin left
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(trans, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(trans, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
    case 83: //shift + s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1/1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
  }
  trans.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

//translates object by amount calculated from Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.translateInPlace(d.scale(scale));
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var curTrans=getCurTrans();
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(target){
      var trans=target.transform;
      var parent=target.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      if(target.constructor.name=='Mesh'){
        var centre=trans.transformPosition(target.computeBoundingBox().center);
      }else{
        var centre=new Vector3(trans.translation);
      }
      target=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    if(
      scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ){
      clip.remove();clip=null;
    }
  }
  restoreTrans(curTrans);
  return clip;
}

//function to store current transformation matrix of all nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var tA=new Array();
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd.name=='') continue;
    tA[nd.name]=new Matrix4x4(nd.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(tA[nd.name]) nd.transform.set(tA[nd.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Michail Vidiassov, John C. Bowman, Alexander Grahn
//
// asylabels.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript to be used with media9.sty (option `add3Djscript') for
// Asymptote generated PRC files
//
// adds billboard behaviour to text labels in Asymptote PRC files so that
// they always face the camera under 3D rotation.
//
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

var bbnodes=new Array(); // billboard meshes
var bbtrans=new Array(); // billboard transforms

function fulltransform(mesh) 
{ 
  var t=new Matrix4x4(mesh.transform); 
  if(mesh.parent.name != "") { 
    var parentTransform=fulltransform(mesh.parent); 
    t.multiplyInPlace(parentTransform); 
    return t; 
  } else
    return t; 
} 

// find all text labels in the scene and determine pivoting points
var nodes=scene.nodes;
var nodescount=nodes.count;
var third=1.0/3.0;
for(var i=0; i < nodescount; i++) {
  var node=nodes.getByIndex(i); 
  var name=node.name;
  var end=name.lastIndexOf(".")-1;
  if(end > 0) {
    if(name.charAt(end) == "\001") {
      var start=name.lastIndexOf("-")+1;
      if(end > start) {
        node.name=name.substr(0,start-1);
        var nodeMatrix=fulltransform(node.parent);
        var c=nodeMatrix.translation; // position
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),third); // scale
        bbnodes.push(node);
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c).multiply(nodeMatrix.inverse));
      }
    }
  }
}

var camera=scene.cameras.getByIndex(0); 
var zero=new Vector3(0,0,0);
var bbcount=bbnodes.length;

// event handler to maintain camera-facing text labels
billboardHandler=new RenderEventHandler();
billboardHandler.onEvent=function(event)
{
  var T=new Matrix4x4();
  T.setView(zero,camera.position.subtract(camera.targetPosition),
            camera.up.subtract(camera.position));

  for(var j=0; j < bbcount; j++)
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j]));
  runtime.refresh(); 
}
runtime.addEventHandler(billboardHandler);

runtime.refresh();
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Aby zobrazen4 kocka nebola prili§ mal4, zmenime aj jednotku dizky.

Jednotku dizky moZno nastavit prikazom unitsize (jednotkova velkost) nasledovanym prislusnou dizkou
v zatvorkach.

Program na zobrazenie kocky by teda mohol vyzerat takto:

unitsize(3cm);

triple A = (1,0,0);
triple B = (1,1,0);
triple C = (0,1,0);
triple D = (0,0,0);
triple EE = (1,0,1);
triple F = (1,1,1);
triple G = (0,1,1);
triple H = (0,0,1);

draw(A--B--F--EE--cycle);
draw(G--H--EE--F--cycle);
draw(A--D--C--B--cycle);
draw(G--F--B--C--cycle);
draw(A--EE--H--D--cycle);
draw(G--C--D--H--cycle);

dot("$A%$",A,d3SED);
dot("$B$",B,d3NED);
dot("$C$",C,d3NWD);
dot("$D$",D,d3SWD);
dot("$E$",EE,d3SEU);
dot("$F$",F,d3NEU);
dot ("$G$",G,d3NWU);
dot("$H$" ,H,d3SWU);

Tieto prikazy budd pevnou sucastou vSetkych uloh tejto state. Aby sme ich nemuseli stale pisat, dame ich do
kniznice asydef3.tex v takejto forme:
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unitsize(3cm);

triple A = (1,0,0);
triple B = (1,1,0);
triple C = (0,1,0);
triple D = (0,0,0);
triple EE = (1,0,1);
triple F = (1,1,1);
triple G = (0,1,1);
triple H = (0,0,1);

void kresliKostruKockyABCDEFGH ()

{
draw(A--B--F--EE--cycle);
draw(G--H--EE--F--cycle);
draw(A--D--C--B--cycle);
draw(G--F--B--C--cycle);
draw(A--EE--H--D--cycle);
draw(G--C--D--H--cycle);

}

void kresliVrcholyKockyABCDEFGH ()

{
dot("$A$",A,d3SED);
dot("$B$",B,d3NED);
dot("$C$",C,d3NWD);
dot("$D$",D,d3SWD);
dot("$E$",EE,d3SEU);
dot("$F$",F,d3NEU);
dot("$G$",G,d3NWU);
dot ("$H$" ,H,d3SWU);

}

Budeme si pritom pamatat, Ze premenné A, B, C, D, EE, F, G, H si tym rezervované.

Program na zobrazenie nasej kocky po tejto akcii m6Zeme zjednodusit:

kresliKostruKockyABCDEFGH();

kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

Uvedenu formu zobrazovania méZeme ovplyvnit takto:

* Spbsob projekcie je uloZeny v systémovej premennej currentprojection (aktudlne premietanie).
* Perspektivne zobrazovanie s polohou pozorovatela (x, y, z) je hodnotou prikazu perspective (perspek-
tiva) s troma vstupmi x, y, z.

* Rovnobezné premietanie s polohou pozorovatela (x, y, z) je hodnotou prikazu orthographic (rovno-
bezné) s troma vstupmi x, y, z.

Ak z nejakych dévodov chceme, aby bol vrchol D naSej kocky zobrazovany vlavo dolu, na$ program mozeme
upravit napriklad takto:
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currentprojection = perspective(1.5,1.5,1.5);

kresliKostruKockyABCDEFGH();

kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

V pravouhlom zobrazeni to bude vyzerat takto:

currentprojection = orthographic(2.5,0.5,0.5);
kresliKostruKockyABCDEFGH();

kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

o]

My vsak z estetickych i praktickych dovodov ostaneme pri p6vodnom perspektivnom zobrazeni a v prednasta-
venej polohe.
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4.2 Rezy

ESte predtym, nez sa sustredime na samotné rezy, si pripomenme niekol'’ko zakladnych vedomosti:

Pod rezom telesa rovinou rozumieme ich prienik.
Utvar nazyvame konvexny, ak s kazdymi dvoma bodmi obsahuje aj tise¢ku, ktora je nimi uréena.

Uvedomme si, Ze vSetky dtvary, s ktorymi budeme pracovat - rovina (Specidlne rovina rezu), kocka, jej steny i jej
hrany - st konvexné.

Prienik konvexnych ttvarov je tieZ konvexny - s kazdymi dvoma ich spolo¢nymi bodmi totiZ do kazdého z nich
patri i isecka tymito bodmi uréena.
To znamen3, Ze kazdy rez kocky je konvexny ttvar.

V rovine nazyvame hranicnym taky bod utvaru tejto roviny, Ze kazdy kruh so stredom v nom obsahuje aj nejaky
bod tohto Gtvaru aj nejaky bod mimo neho. Mnozina hrani¢nych bodov titvaru sa nazyva jeho hranicou.

Napriklad hranica mnohouholnika je tvorena prave jeho stranami, hranica kruhu je jeho obvodova kruznica,
hranicou polroviny je jej hrani¢na priamka, kym cela rovina ziaden hrani¢ny bod nema.

Analogické definicie platia i v (trojrozmernom) priestore, len v prvej treba kruh nahradit’ gulou.
Hranica kocky je teda tvorena prave jej stenami.
Prienik dvoch réznobeznych rovin je priamka, ktort nazyvame priesecnica.

Rezom konvexného mnohostenu (Specialne kocky) je konvexny mnohouholnik.

Tieto poznatky ndm napovedajy, ako hladat rez kocky danou rovinou: treba ndjst’ jeho hranicu, ktora je tvorena
(neprazdnymi) prienikmi roviny rezu s jednotlivymi stenami kocky.

Priklad 29:

Zostrojte rez jednotkovej kocky ABCDEF GH rovinou EBG.

Riesenie
Vsimnime si, Ze rovina rezu a rovina steny EABF su r6znobezné - body E a B lezia v oboch, kym bod G len

v prvej z nich. Priesecnica tychto rovin je teda priamka E B, a kedZe body E a B leZia na hranici kocky, prienikom
priesecnice (a teda roviny rezu) so stenou EABF je prave Usecka EB. T4 je preto ¢astou hranice nasho rezu.

\ H
E} G
- F
A (o

Analogickou tvahou pre steny BCGF a GHEF dostavame dalSie dve strany rezu, a to BG a GE. KedZe krivka
EBGE je uzavretd, su to vSetky strany rezu. Hladanym rezom je teda trojuholnik EBG.
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kresliKostruKockyABCDEFGH();

draw(EE--B--G--cycle,red+linewidth(1.5));

kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

B

Aby bol tento rez lepsie viditelny, vyfarbime ho. Tu, zZial, nepoméze prikaz fill, znamy z dvojrozmernych ob-
razkov. Najprv musime definovat vyfarbovanu plochu, a to pomocou krivky, ktora je jej hranicou.

¢ Krivky v trojrozmernom priestore maju datovy typ path3 (cesta v 3D).

¢ Plochy maju datovy typ surface (plocha).

¢ Na vytvorenie istej plochy ohranicenej danou uzavretou krivkou (samozrejme, podla istych pravidiel,
ved' takychto ploch existuje nekonecne vela) sa pouziva (rovnomenny) prikaz surface (plocha), ktorého
vstupom je tato krivka. V naSom pripade to bude vZdy rez cize podmnoZina roviny, spominané pravidla
preto zarucia, Ze aj takto vzniknuta plocha bude lezat v tej istej rovine.

Vytvorime teda hrani¢nt krivku obvodPlochy a pomocou nej plochu plocha. Obe vyfarbime:

path3 obvodPlochy = EE--B--G--cycle;
surface plocha = surface(obvodPlochy);
kresliKostruKockyABCDEFGH();

draw(plocha, red+opacity(.1));
draw(obvodPlochy, red+linewidth(1.5));

kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

B

VSimnime si, Ze zo Stvorice pridanych riadkov informdciu nesie akurat prvy, kde je uvedeny mnohouholnik rezu,
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i ked' moZno méZeme ovplyvnit i farbu rezu ¢i jeho obvodu. Vytvorime si preto takyto prikaz, ktory hned’ vloZime
do zasobarne asydef3.tex:

void kresliPlochu (path3 obvod,
pen farba=red,
real nepriehladnost=.1,
real hrubka=1.5)

surface plocha = surface(obvod);
draw(plocha, farba+opacity(nepriehladnost));
draw(obvod, farba+linewidth(hrubka));

}

Za zmienku tu stoja tri parametre typu pen (pero) i to, Ze maju preddefinovand hodnotu. A tak napriklad volanie
kresliPlochu(EE--B--G--cycle,yellow,blue,linewidth(2)) vykresli rez nepriehladnou Zltou farbou
s hrubym modrym obvodom, kym prijednoduchom volani kresliPlochu(EE--B--G--cycle) sapouziju pred-
definované hodnoty, takze rez bude priehladne cerveny a bude mat sytocerveny obvod primeranej hrubky.

kresliKostruKockyABCDEFGH();
kresliPlochu(EE--B--G--cycle);

kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

Vyskumna uloha 35:

AKka je vzajomna poloha rovin ACH a BEG v kocke ABCDEFGH?

Priklad 30:

Zostrojte rez jednotkovej kocky ABCDEFGH rovinou ACE.

RieSenie

ZrieSenia predchadzajucich tloh by azda mohol niekto nadobudntt’ dojem, Ze rezom kocky rovinou danou troma
bodmi je vzdy trojuholnik s tymito troma vrcholmi. Ako v§ak uvidime na tomto priklade, nemusi to tak byt. Jedna
zo stran trojuholnika ACE - Gsecka EC - je totiZ telesovou uhloprieckou nasej kocky, a teda lezi (az na krajné
body) v jej vnutri:
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kresliKostruKockyABCDEFGH();

kresliPlochu(A--C--EE--cycle);

kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

B

Rovina rezu obsahuje body A a E, je teda réznobeZna s oboma rovinami obsahujtcimi dolnd stenu ABCD i hornu
stenu EFGH.Tie sirovnobeZné, aj jej prieseCnice s nimi teda musia byt rovnobeZné.V rovine ABCD je to priamka
AC, takze vrovine to musi byt priamka E G. Obvod rezu teda obsahuje tisecky AC a E G, akedZe AE a CG st zaroven
hranami kocky, aj ony st jeho sti¢astou. Zhrnutim dostavame, Ze obvod rezu je $tvoruholnik (presnejsie obdiznik)
ACGE.

kresliKostruKockyABCDEFGH();

kresliPlochu(A--C--G--EE--cycle);

kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

B

Rovina rezu nemusi byt zadana len vybranymi vrcholmi kocky, napriklad v nasledujicom priklade st body rezu
urcené polohou na niektorych hranach.

Priklad 31:

Zostrojte rez jednotkovej kocky ABCDEFGH rovinou AKL, kde K je stred hrany BC a L je bod hrany EH taky,

ve |EL| = 3.

Riesenie

Rovina rezu pretina rovnobezné steny ABCD a EFGH v dvoch rovnobeznych priamkach. Prva je AK, druha
prechddza bodom L. Vzhladom na polohu bodu L na Gse¢ku HE tato priamka pretina aj isec¢ku FG. Ich priese¢nik
oznatme M:
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L/T\M,,G

s3]

A\l/K —

B

KedZe usecky AK a LM lezia ako v rovine rezu, tak na povrchu kocky, su sicastou obvodu rezu. To isté plati
pre usecky AL a KM, takze hladanym rezom je Stvoruholnik AKML. Vzhladom na rovnobeZnost prislusnych
stien kocky je to navySe rovnobeznik, preto plati LM = 4K, ¢o umoziuje jednoduchs$iu konstrukciu bodu M bez
pomocnych priamok:

triple K = midpoint(B--C);
triple L = point(EE--H,1/4);
triple M = L+(K-A);

kresliKostruKockyABCDEFGH();
kresliPlochu(A--K--M--L--cycle);
kresliVrcholyKockyABCDEFGH();
dot("$K$",K,d3ND);

dot("$L$",L,d3SU);
dot("$M$" ,M,d3NU);

Priklad 32:

Zostrojte rez jednotkovej kocky ABCDEFGH rovinou AKL, kde K je stred hrany BC a L je bod hrany HE taky,
3

ze |EL| = =.
4

RieSenie

Odrazme sa od rieSenia predchadzajiceho prikladu, samozrejme po zmene 1/4 na 3/4:
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triple K = midpoint(B--C);
triple L = point(EE--H,3/4);
triple M = L+(K-A);

kresliKostruKockyABCDEFGH();
kresliPlochu(A--K--M--L--cycle);
kresliVrcholyKockyABCDEFGH();
dot ("$K$",K,d3ND);

dot("$L$",L,d3SU);
dot("$M$" ,M,d3NU);

Ako vidiet, vrchol M rovnobeZnika BK ML tentoraz neleZi na isecke FG, ale na jej predizeni. To vak znamena, Ze
usecCka KM pretne tsecku CG a analogicky tsecka LM pretne tsecku HG, a to v bodoch N, resp. O. A kedZe kazda
z dvojice bodov K s N, N s O a O s L leZi v niektorej zo stien kocky, rezom bude patuholnik AKNOL:

triple K = midpoint(B--C);
triple L = point(EE--H,3/4);
triple M = L+(K-A);

triple NN = intersectionpoints(K--M,C--G)[0];
triple O = intersectionpoints(L--M,H--G)[@];

kresliKostruKockyABCDEFGH();
draw(M--G,dashed);

kresliPlochu(A--K--NN--0--L--cycle);
kresliPlochu(M--NN--0--cycle,gray);

kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

dot("$K$",K,d3ND);
dot("$L$",L,d3SU);
dot("$M$",M,d3NU);
dot ("$N$" NN, d3NW) ;
dot("$0%",0,d3NU);
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Aby sme vyhli komplikovanym konstrukcidm dvojic rovnobeznych priamok, pouzijeme nasledujicu analégiu
prikazu extension z dvojrozmerného pripadu:

Jediny priesec¢nik dvoch réznobeznych priamok v (trojrozmernom) priestore mozno ziskat ako vysledok
prikazu priesecnikRoznobeziek, ktorého prvé dva argumenty su dva rozne body prvej priamky a druhé
dva rézne body druhe;j.

Zdoraznime, Ze tento prikaz (ako to naznacuje uz jeho slovensky nazov) nie je sucastou jazyka Asymptote,
je to iba nas doplnok v kniznici asydef3. tex

Pouzitim tohto prikazu moZeme nas program zjednodusit, priCom nenakreslime uz ani pomocny bod M:

triple K = midpoint(B--C);
triple L = point(EE--H,3/4);
triple M = L+(K-A);

triple NN = priesecnikRoznobeziek(K,M, C,G);
triple O = priesecnikRoznobeziek(L,M, H,G);

kresliKostruKockyABCDEFGH();
kresliPlochu(A--K--NN--0--L--cycle);
kresliVrcholyKockyABCDEFGH();
dot("$K$",K,d3ND);
dot("$L$",L,d3SU);

dot ("$N$" ,NN, d3NW) ;
dot("$0%",0,d3NU);
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Vyskumna tloha 36:

Nech ABCDEFGH je jednotkova kocka. Nech 0 < k,[,m < 1am < k,l. Nech K lezi na hrane BC, L na EH a M
na AD, pri¢om plati |BK| = k, |EL| = I, |AM| = m. Zistite, aki podmienku spiiiaji parametre k, [, m, ked'je rez
kocky ABCDEFGH rovinou KLM

a) Stvoruholnik;

b) péatuholnik.

Vyskumna tloha 37:

Nech KLNM je rez jednotkovej kocky ABCDEFGH rovinou KLM, kde K je zvoleny bod hrany DA, L je zvoleny
bod hrany DC a M je zvoleny bod hrany HE taky, ze |HM| < |DK|. Zistite, aka je vzajomna poloha priamok DH,
KM a LN, ak plati:

a) |HM| = |DK]|;
b) |HM| < |DK]|.
Priklad 33:

Zostrojte rez jednotkovej kocky ABCDEFGH rovinou KLM, kde K je stred AE, L je stred AB a M je stred FG.

RieSenie
Sme teraz v nove;j situdcii, lebo priamka rovnobezna s KL a prechadzajiica bodom M ma s kockou jediny spolo¢ny
bod (konkrétne M):

Musime na to teda ist inak.

KedZe K patri do roviny steny DAEH, ale L do nej nepatri, priamka KL je roznobezna s touto rovinou, a teda aj
s rovinou steny BCGF, ktord je s nou rovnobeZna. Znamena to, Ze tato priamka a tato rovina maju spolo¢ny bod,
ktory ozna¢me N. Tento bod lezi na priamke KL, a teda i v rovine steny ABFE, v ktorej tato priamka lezi. Bod N
teda lezi v oboch rovinach - ako v rovine steny ABFE, tak v rovine steny BCGF -, takze lezi na ich priesecnici
FB. To ddva navod na konStrukciu bodu N: je to priese¢nik priamok KL a FB.

Analogicky zostrojime bod O ako priese¢nik priamok KL a FE:
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triple K = midpoint(A--EE);
triple L = midpoint(A--B);
triple M = midpoint(F--G);

triple NN = priesecnikRoznobeziek(K,L, F,B);
triple O = priesecnikRoznobeziek(K,L, F,EE);

kresliKostruKockyABCDEFGH();
kresliPlochu(F--NN--0--cycle,gray);
kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

dot ("$K$",K,d3SE);
dot("$L$",L,d3ED);
dot("$M$",M,d3NU);

dot ("$N$" ,NN,d3NED, red);
dot("$0$",0,d3SEU,red);

Body M a N z roviny rezu lezia aj v rovine steny BCGF, takZe v nej lezi celd priamka M N. Jednou z hrdn rezu teda
bude jej prienik MP so stenou BCGF, kde P je priese¢nik priamky MN a tisecky BC.

Analogicky bude dalSou hranou rezu M@, kde Q je priesecnik priamky MO a tsecky EH:
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midpoint(A--EE);
midpoint(A--B);
midpoint(F--G);

= priesecnikRoznobeziek(K,L, F,B);
priesecnikRoznobeziek(K,L, F,EE);

priesecnikRoznobeziek (M,NN, B,C);
priesecnikRoznobeziek(M,0, EE,H);

kresliKostruKockyABCDEFGH();

draw(EE--0,dashed);
draw(B--NN,dashed);

kresliPlochu(M--NN--0--cycle,blue);
kresliVrcholyKockyABCDEFGH();
dot("$K$",K,d3SE);
dot("$L$",L,d3ED);

dot ("$M$",M,d3NU);

dot ("$N$",NN,d3NED);
dot("$0$",0,d3SEU);

dot("$P$",P,d3ND,red);
dot("$Q$",Q,d3EU, red);

A kedZe Usecky KL, LP a KQ lezia v stenach kocky, hladanym rezom je patuholnik KLPMQ (pomocné body N a O
uZ nevykreslujeme):
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triple K = midpoint(A--EE);
triple L = midpoint(A--B);
triple M = midpoint(F--G);

triple NN = priesecnikRoznobeziek(K,L, F,B);

triple O = priesecnikRoznobeziek(K,L, F,EE);
triple P = priesecnikRoznobeziek(M,NN, B,C);
triple Q = priesecnikRoznobeziek(M,0, EE,H);

kresliKostruKockyABCDEFGH();
kresliPlochu(K--L--P--M--Q--cycle);
kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

dot ("$K$",K,d3SE);
dot("$L$",L,d3ED);

dot ("$M$",M,d3NU);

dot("$P$",P,d3ND);
dOt("$Q$"JQ)d3EU);

P

Priklad 34:

Zostrojte rez jednotkovej kocky ABCDEFGH rovinou KLM, kde K je stred AE, L je stred AB a M je stred CG.

Riesenie

Postupujeme podobne ako v predchadzajicej tlohe, rovnakym spsobom zostrojime bod N ako priesecnik pria-
mok KL a FB abod P ako priesecnik priamok MN a BC. Tu sa vSak podobnost kon¢i, lebo bod M neleZi na stene
EFGH, takze postup konstrukcie bodu O (a tym padom ani Q) uz nemézZeme zopakovat. Na tejto stene, presnej-
Sie na jej hrane GH, vS§ak moZeme zostrojit bod R, a to pomocou rovnobezky s KL cez bod M. Podobne ziskame
posledny vrchol rezu - S, ten bude analogicky lezat na rovnobeZzke s PL cez R:
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triple K = midpoint(A--EE);
triple L = midpoint(A--B);
triple M = midpoint(C--G);
triple NN = priesecnikRoznobeziek(K,L, F,B);

N
triple P = priesecnikRoznobeziek(M,NN, B,C);

triple R = priesecnikRoznobeziek(M,M+(L-K), H,G);
triple SS = priesecnikRoznobeziek(R,R+(L-P), H,EE);

kresliKostruKockyABCDEFGH();

draw(L--NN,dashed);
draw(M--NN, dashed);
draw(B--NN,dashed);
draw(K--L,blue+dashed);
draw(M--R,blue+dashed);
draw(P--L,red+dashed);
draw(R--SS,red+dashed);

kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

dot("$K$",K,d3SE);
dot("$L$",L,d3ED);

dot ("$M$" ,M,d3NW) ;
dot("$N$",NN,d3NED,red);
dot("$P$",P,d3ND,red);
dot("$R$",R,d3WU,red);
dot("$S$",SS,d3SU,red);

Rezom je teda Sestuholnik KLPMRS:




4.2 Rezy 99

triple K = midpoint(A--EE);
triple L = midpoint(A--B);
triple M = midpoint(C--G);

triple NN = priesecnikRoznobeziek(K,L, F,B);

triple P = priesecnikRoznobeziek(M,NN, B,C);

triple R = priesecnikRoznobeziek(M,M+(L-K), H,G);
triple SS = priesecnikRoznobeziek(R,R+(L-P), H,EE);

kresliKostruKockyABCDEFGH();
kresliPlochu(K--L--P--M--R--SS--cycle);
kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

dot("$K$",K,d3SE);
dot("$L$",L,d3ED);
dot("$M$" ,M, d3NW);
dot("$P$",P,d3ND);
dot("$R$",R,d3WU);
dot("$S$",SS,d3su);

Uloha 13:

Zostrojte rez jednotkovej kocky ABCDEFGH rovinou KLM, kde K je stred AE, L je stred AB a M je stred BC.

Priklad 35:

Zostrojte rez jednotkovej kocky ABCDEFGH rovinou KLM, kde K je stred AE, L je stred CB a M je stred HG.

Riesenie
Teraz sme v Uplne novej situdcii, lebo ziadna z useciek KL, LM a MK neleZi v Ziadnej stene, priame vyuzitie
rovnobezZnosti priesecnic preto zatial neprichddza do Gvahy. Musime si poradit’ inak:

KedZe priamka KE je roznobeZna s rovinou EFGH (obsahuje totiz jej bod E, ale aj bod K, ktory v nej nelezi),
s lou rovnobezna priamka prechadzajica bodom L musi byt s touto rovinou réznobezna tiez. Ich priese¢nik
oznatme N. Rovnobezky KE a LN potom leZia v tej istej rovine KLE, leZia tam preto i priamky LK a NE. Tie su
roznobezZné, lebo rovina steny EF G H obsahuje NE, ale s iou rovnobeZna rovina steny ABCD obsahuje L, nie vsak
K. Ich priesecnik - oznacme ho O - lezi ako v rovine rezu KLM (lebo patri jej priamke KL), tak v rovine steny
EFGH (lebo patri jej priamke NE).
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triple K = midpoint(A--EE);
triple L = midpoint(C--B);
triple M = midpoint(H--G);

triple NN = L+(EE-A);
triple O = priesecnikRoznobeziek(L,K, NN,EE);

kresliKostruKockyABCDEFGH();
kresliPlochu(L--NN--0--cycle,gray);
kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

dot ("$K$",K,d3SE);
dot("$L$",L,d3ND);

dot("$M$" ,M,d3WU);

dot("$N$" ,NN,d3NU, red);
dot("$0$",0,d3SEU,red);

q M
Ouee E.___— | G
.
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B

Teraz uz mdzeme pokracovat’ obvyklym spésobom: Dal$im vrcholom (P) rezu je priese¢nik tseciek MO a HE
a zvysné dva (Q a R) ziskame pomocou rovnobeziek.
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triple K = midpoint(A--EE);

triple L = midpoint(C--B);

triple M = midpoint(H--G);

triple NN = L+(EE-A);

triple O = priesecnikRoznobeziek(L,K, NN,EE);
triple P = priesecnikRoznobeziek(EE,H, O,M);
triple Q = priesecnikRoznobeziek(A,B, L,L+(P-M));
triple R = priesecnikRoznobeziek(C,G, M,M+(Q-K));

kresliKostruKockyABCDEFGH();
kresliPlochu(L--NN--0--cycle,gray);

draw(0--M, red+dashed);
draw(Q--L,red+dashed);
draw(K--Q,blue+dashed);
draw(M--R,blue+dashed);

kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

dot("$K$",K,d3SE);
dot("$L$",L,d3ND);
dot ("$M$" ,M, d3WU);
dot("$N$",NN,d3NU,red);
dot("$0$",0,d3SEU,red);
dot("$P$",P,d3SU,red);
dot("$Q%$",Q,d3ED,red);
dot("$R$",R,d3NW,red);
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Hladanym rezom je teda Sestuholnik KQLRMP (pomocné usecky a body N a O uz nevykreslujeme):
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triple K = midpoint(A--EE);

triple L = midpoint(C--B);

triple M = midpoint(H--G);

triple NN = L+(EE-A);

triple O = priesecnikRoznobeziek(L,K, NN,EE);
triple P = priesecnikRoznobeziek(EE,H, O,M);
triple Q = priesecnikRoznobeziek(A,B, L,L+(P-M));
triple R = priesecnikRoznobeziek(C,G, M,M+(Q-K));

kresliKostruKockyABCDEFGH();
kresliPlochu(K--Q--L--R--M--P--cycle);
kresliVrcholyKockyABCDEFGH();

dot ("$K$",K,d3SE);
dot("$L$",L,d3ND);
dot("$M$" ,M,d3WU);
dot("$P$",P,d3SU);
dot("$Q$",Q,d3ED);
dot("$R$",R,d3NW);
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